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Реферат 
 

Отчет 206 с., 1 ч., 10 рис., 198 источников, 1 прил.  
АНИЗОТРОПИЯ, ВЫТЯЖКА, ДЕФОРМАЦИЯ, ДЕФОРМИРУЕМОСТЬ, 

КИНЕМАТИКА, МЕТОД, ЛОКАЛЬНАЯ ПОТЕРЯ УСТОЙЧИВОСТИ, 
ПОВРЕЖДАЕМОСТЬ, РАЗРУШЕНИЕ, РЕВЕРСИВНАЯ ВЫТЯЖКА, 
РЕКОМЕНДАЦИЯ, СИЛА, СПЛОШНОСТЬ, МИКРОСТРУКТУРА, ТЕКСТУРА, 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ ПРОЦЕСС, НАПРЯЖЕНИЕ, ПОВРЕЖДЕННОСТЬ, 
МЕТОДИКА, МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА. 

Объект исследования: создание высоких наукоемких технологических про-
цессов изготовления полусферических и полуторовых днищ изделий ответственного 
назначения методами многоступенчатой вытяжки, реверсивной вытяжки листовых 
заготовок на базе развития теории пластического формообразования кристалличе-
ских ортотропных материалов с деформационной анизотропией механических 
свойств. 

Цель работы: научное обоснование и внедрение высоких технологий изго-
товления корпусных деталей сложной формы (полусферических и полуторовых 
днищ) ответственного назначения из высокопрочных кристаллических материалов 
методами пластического формообразования путем повышения пластической дефор-
мируемости листовых кристаллических материалов на базе изменения кристалло-
графической текстуры и характеристик анизотропии механических свойств, путем 
совершенствования технологий формообразования и термообработки при изготов-
лении. 

Выполнение НИР должно обеспечивать достижение научных результатов 
мирового уровня, подготовку и закрепление в сфере науки и образования научных и 
научно-педагогических кадров, формирование эффективных и жизнеспособных на-
учных коллективов. 

Полученные результаты: Выполнен аналитический обзор современного со-
стояния теории и технологии пластического деформирования кристаллических ани-
зотропных материалов. Выполнен выбор и обоснование оптимального варианта на-
правления исследований. Разработан план проведения экспериментальных и теоре-
тических исследований. Разработан вариант теории пластичности кристаллических 
ортотропных материалов с анизотропным упрочнением, который основан на неод-
нородном расширении поверхности нагружения в шестимерном пространстве на-
пряжений, связанных с направлениями главных осей анизотропии. В качестве пара-
метров упрочнения используются величина интенсивности деформации и компо-
ненты тензора деформаций в главных осях анизотропии. Сформулирован энергети-
ческий и деформационный критерии деформируемости ортотропного анизотропно-
упрочняющегося материала в процессах обработки давлением листового материала, 
которые учитывают кроме влияния относительной величины среднего напряжения, 
параметра вида напряженного состояния, а также и ориентацию первой главной оси 
напряжения относительно главных осей анизотропии, а также ускорение процесса 
накопления повреждаемости под влиянием уже накопленных в материале повреж-
дений. Предложены критерии шейкообразования ортотропного анизотропно-
упрочняющегося материала при двухосном растяжении листовой заготовки, полу-
ченные из условия положительности добавочных нагрузок и положительности рабо-
ты добавочных нагрузок. Сформулирован критерий потери устойчивости трубной 
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заготовки из кристаллических ортотропных материалов на основе статического кри-
терия устойчивости. Выполнен анализ потери устойчивости трубной заготовки из 
кристаллических ортотропных материалов. Установлено влияние технологических 
параметров, нормальной и цилиндрической анизотропии механических свойств ис-
ходной трубной заготовки на устойчивость к образованию складок. Разработано ус-
ловие пластической потери устойчивости в виде гофрообразования (волнистости) 
прямоугольной пластины из кристаллических ортотропных материалов в условиях 
плоского напряженного состояния на основе энергетического метода исследований.  

По результатам научных исследований опубликованы три монографии, 
опубликованы и подготовлены к опубликованию 38 научных работ в ведущих науч-
ных журналах, рекомендуемых ВАК Российской Федерации; 23 статей в межвузов-
ских сборниках научных трудов, а также опубликовано 11 тезисов докладов в сбор-
никах трудов международных и Всероссийских научно-технических конференций. 
Проведены патентные исследования. Получен патент на изобретение: Пат. 2392079 
Российская Федерация, МПК7

  В 21 D 22/02. «Способ штамповки тонкостенных по-
лусферических днищ и устройство для его осуществления». Подана заявка на изо-
бретение. 

По результатам научно-исследовательской работы защищена одна доктор-
ская диссертационная работа и две кандидатские диссертационные работы по спе-
циальности 05.02.09 – технологии и машины обработки давлением, подготовлена к 
защите одна докторская диссертационная работа по специальности 05.02.09 – тех-
нологии и машины обработки давлением. Подготовлено 8 магистров по направле-
нию «Технологические машины и оборудование», программам подготовки «Теория 
и технология штамповки анизотропных заготовок», «Высокоскоростные методы об-
работки металлов давлением» и «Высокоэффективные технологические процессы 
листовой и объемной штамповки». Результаты научно-исследовательской работы 
использованы при модернизации учебных планов подготовки бакалавров техники и 
технологии направления 150400 «Технологические машины и оборудование» и сту-
дентов, обучающихся по направлению 150200 «Машиностроительные технологии и 
оборудование» специальности 150201 «Машины и технология обработки металлов 
давлением», а также учебных планов подготовки магистров по направлениям подго-
товки 150400 «Технологические машины и оборудование» программ подготовки: 
15040039 «Теория и технология штамповки анизотропных материалов», 15040041 
«Высокоэффективные технологические процессы листовой и объемной штампов-
ки», 15040040 «Высокоскоростные методы обработки металлов давлением». От-
дельные результаты исследований использованы при разработке дополнительного 
раздела «Теоретические основы экспериментальных исследований пластического 
формоизменения» курса «Теория обработки металлов давлением» в виде новых лек-
ций, при выполнении курсовых работ и дипломных проектов. 

При выполнении научно-исследовательской работы привлекались студенты в 
качестве непосредственных исполнителей НИР. Студентами, привлекаемыми к вы-
полнению НИР, получено 8 Диплом лауреатов Всероссийской научно-технической 
конференции. На базе кафедры «Механика пластического формоизменения» ГОУ 
ВПО «Тульский государственный университет» проведена Всероссийская научно-
техническая конференция студентов и аспирантов «Современные технологии обра-
ботки металлов и средства их автоматизации» (Тула: ТулГУ, 2010 г.). Исполнителя-
ми НИР опубликованы 4 научно-методические статьи.  
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По результатам научных исследований опубликованы два учебных пособия с 
грифом УМО вузов по политехническому и университетскому образованию. 

Члены творческого коллектива удостоены звания лауреата премия имени 
С.И. Мосина 2010 года в области разработок военной техники, технологии и обору-
дования, имеющих двойное применение (д.т.н., проф. Яковлев С.С., д.т.н., проф. 
Трегубов В.И.). Доктору технических наук, профессору Яковлеву С.П. посмертно 
присвоено Почетное звание «Основатель научной школы» Российской академии ес-
тествознания. 

Основные конструктивные и технико-эксплуатационные показатели.  
Теоретическое значение результатов работы состоит в развитии теории де-

формирования листовых заготовок из кристаллических ортотропных материалов с 
анизотропным упрочнением, в создании энергетического и деформационного крите-
риев деформируемости ортотропных анизотропно-упрочняющихся материалов в 
процессах обработки давлением листовых материалов, в формулировке критериев 
шейкообразования ортотропного анизотропно-упрочняющихся материалов при 
двухосном растяжении листовых заготовок, в создании критерия потери устойчиво-
сти трубной заготовки из кристаллических ортотропных материалов, в разработке 
условия пластической потери устойчивости в виде гофрообразования прямоуголь-
ных пластин из кристаллических ортотропных материалов в условиях плоского на-
пряженного состояния. Разработанная теория деформирования заготовок из кри-
сталлических ортотропных материалов с анизотропным упрочнением расширяет 
возможности и подходы к анализу процессов пластического формоизменения дета-
лей ответственного назначения. Использование этой теории внесет значительный 
вклад в ускорение научно-технического прогресса. Данные теоретические положе-
ния будут использованы при создании научного обоснования и внедрении высоких 
наукоемких технологий изготовления полусферических и полуторовых днищ ответ-
ственного назначения из высокопрочных кристаллических материалов методами 
пластического формообразования (многооперационной вытяжки, реверсивной вы-
тяжки, ротационной вытяжки) путем повышения пластической деформируемости 
кристаллических ортотропных материалов на базе изменения кристаллографической 
текстуры и характеристик анизотропии механических свойств, путем совершенство-
вания технологий формообразования и термообработки при изготовлении. Прове-
денный обзор зарубежной и отечественной литературы показал отсутствие анало-
гичного направления исследований. Теоретический уровень полученных результа-
тов сопоставим с мировым, а по ряду позиций опережает аналогичные зарубежные 
разработки в данной области науки. 

Научные результаты, полученные на базе разработанной теории деформиро-
вания заготовок из кристаллических ортотропных материалов с анизотропным уп-
рочнением, являются оригинальными и отличаются от известных работ комплекс-
ной постановкой задач исследований в данной области науки применительно к изго-
товлению тонкостенных полусферических и торовых днищ ракетно-космической 
техники: учетом анизотропии механических свойств материала заготовки; отказом 
от гипотезы постоянства толщины стенки вдоль дуги окружности оболочки, разра-
боткой принципиально новых математических моделей первой и многоступенчатой 
вытяжек, реверсивной вытяжки осесимметричных деталей с фланцем из трансвер-
сально-изотропных материалов с учетом изменения толщины заготовки и упрочне-
ния материала в процессе пластической деформации кристаллических материалов. 
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Разработанные комплексы технологий и научное обеспечение производст-
венных процессов пластического формообразования высокопрочных анизотропных 
материалов позволят повысить удельную прочность деталей на 20…30 %; снизить 
массу деталей и узлов на 20…25 %; увеличить коэффициент использования мате-
риала с 0,4 до 0,8, а сроки подготовки производства и трудоемкость изготовления 
изделий сократить в 1,5…2 раза. Получен патент на изобретение. Подана заявка на 
изобретение. 

Результаты работы будут иметь государственное значение и внесут значи-
тельный вклад в экономику страны и повышение ее обороноспособности. Новые 
технологические процессы могут быть использованы на предприятиях ракетно-
космического комплекса (при изготовлении гаммы разгонных блоков типа «ДМ», 
при модернизации конструкций космических кораблей «СОЮЗ» и «ПРОГРЕСС»), 
оборонной промышленности, самолетостроения, судостроения, приборостроения, 
строительства, энергетики, например, при изготовлении корпусов отсеков крылатых 
летательных аппаратов («Развитие оборонно-промышленного комплекса Россий-
ской Федерации на 2007-2010 годы и на период до 2015 года», Федеральное агент-
ство по промышленности) и емкостей топлива, крыльев летательных аппаратов 
(«Ориентированные фундаментальные исследования, связанные с созданием и ис-
пользованием новых наукоемких космических технологий», Федеральное космиче-
ское агентство) и скоростных судов, головных обтекателей ракет, а также на пред-
приятиях, изготавливающих товары народного потребления, например, форм для 
конфет и т.д. Особый интерес будут представлять предложенные технологические 
процессы при создании космических кораблей нового поколения: «Клипер», «Па-
ром», «Буксир», развитии МКС и др. Технологические процессы имеют двойное на-
значение. 

Результаты планируемых научно-исследовательских работ могут быть ис-
пользованы при выполнении прикладных НИР по широкому внедрению результатов 
исследований для производства деталей и узлов оборонной техники и летательных 
аппаратов, судостроения, транспортного машиностроения, а также товаров народно-
го потребления. Результаты НИР могут быть востребованы ФГУП «ГНПП «Сплав» 
(г. Тула); ФГУП «ГНПП «ТЕХНОМАШ» (г. Москва); ЗАО «Завод эксперименталь-
ного машиностроения ракетно-космической корпорации «Энергия» имени С.П. Ко-
ролева» (г. Королев Московской обл.); ОАО «Корпорация «Тактическое ракетное 
вооружение» (г. Королев Московской обл.); ФГУП «НПО машиностроения» (г. Ре-
утов Московской обл.); ФГУП «Научно-производственное объединение имени С.А. 
Лавочкина» (г. Химки Московской обл.); ГНП РКЦ «ЦСКБ - Прогресс» (г. Самара); 
ФГУП «ГНПП Красноярский машиностроительный завод» и т.д. 

Отдельные результаты исследований будут использованы в учебном процес-
се в курсах «Новые технологические процессы и оборудование» и «Механика про-
цессов пластического формоизменения», «Теория обработки металлов давлением», 
«Производство технологического оборудования», «Горячая штамповка», «Новые 
виды горячей и холодной объемной штамповки», «Нагрев и нагревательные устрой-
ства» для бакалавров техники и технологии направления 150400 «Технологические 
машины и оборудование» и студентов, обучающихся по направлению 150200 «Ма-
шиностроительные технологии и оборудование» специальности 150201 «Машины и 
технология обработки металлов давлением», при выполнении курсовых работ и ди-
пломных проектов. 
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Введение 

 

Общей проблемой машиностроения является повышение эффективности тех-

нологических процессов производства с обеспечением высоких эксплуатационных 

характеристик изделий. Это актуально для ракетно-космической техники, двигате-

лестроения и других отраслей: авиационной, транспортной, оборонной и т.д. 

Типовыми конструкциями изделий этих производств являются корпусные 

оболочки из листовых и трубных заготовок (обшивки отсеков, обтекатели, топлив-

ные баки различных форм и размеров, баллоны хранения газов, сложные системы 

трубопроводов и арматуры, сопловые оболочки и оболочки камер сгорания двигате-

лей и др.). Эти конструкции требуют применения высокопрочных материалов, тру-

доемки в обработке. Используются специальные стали, титановые и высокопрочные 

алюминиевые сплавы, композиционные материалы и др. 

Качество обработки влияет на тактико-технические характеристики изделий и 

их надежность. Трудоемкость производства в настоящее время велика и составляет 

70…80 % общей трудоемкости изделия. При этом требуется парк оборудования раз-

личного назначения: прессового, сварочного, оборудования для электроэрозионной 

и механической обработки, сборочных стапелей и др. 

Методы технологической обработки на базе резания, сварки, соединения 

клепкой, сваркой, пайкой не всегда обеспечивают требуемый уровень качества. Ка-

чество определяется удельной прочностью изделий, точностью геометрии форм, 

герметичностью, коррозионной стойкостью, уровнем повреждаемости материала на 

стадиях обработки. При этом не маловажен расход основных материалов и трудоем-

кость производства.  

Прокат, используемый для процессов холодного и изотермического деформи-

рования, как правило, обладает анизотропией механических свойств, которая зави-

сит от физико-химического состава сплава, технологии его получения и температу-

ры обработки. Анизотропия механических свойств заготовки проявляется как при 

пластическом деформировании, так и при деформировании в режиме кратковремен-

ной ползучести и оказывает существенное влияние на силовые, деформационные 
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параметры процессов обработки металлов давлением, на качество получаемых изде-

лий. 

Технологические режимы обработки определяют возможности формообразо-

вания, влияют на устойчивость деформаций, развитие несплошности материала и 

возможное разрушение. Они формируют качество изделий, что связано с анизотро-

пией, упрочнением, вязкостью обрабатываемых материалов. 

Решение этой народнохозяйственной проблемы может быть достигнуто путем 

максимального использования внутренних резервов деформирования материала 

созданием научно обоснованных наукоемких технологических процессов штампов-

ки, учитывающих анизотропию механических свойств, упрочнение материала заго-

товки, термомеханические режимы формоизменения и другие особенности процес-

сов обработки металлов давлением. В этой связи научное обоснование режимов 

технологических процессов формоизменения анизотропных листовых кристалличе-

ских заготовок является весьма актуальной проблемой. 

Цель выполнения научно-исследовательской работы - научное обоснование и 

внедрение высоких технологий изготовления корпусных деталей сложной формы 

(полусферических и полуторовых днищ) ответственного назначения из высокопроч-

ных кристаллических материалов методами пластического формообразования путем 

повышения пластической деформируемости листовых кристаллических материалов 

на базе изменения кристаллографической текстуры и характеристик анизотропии 

механических свойств, путем совершенствования технологий формообразования и 

термообработки при изготовлении. Подготовка научных кадров для машинострои-

тельных предприятий и научно-исследовательских учреждений центрального ре-

гиона и научно-педагогических кадров для высших учебных заведений, формирова-

ние эффективных и жизнеспособных научных коллективов. 
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1. Аналитический обзор современного состояния теории и технологии 

пластического деформирования кристаллических анизотропных материалов 

 

1.1 Анализ существующих технологий изготовления полусферических  

и полуторовых тонкостенных днищ 

 

В условиях современного научно-технического прогресса интенсивно разви-

ваются машиностроение, судостроительная, ракетно-космическая, авиационная 

промышленности, увеличивается производство, растет номенклатура самых разно-

образных изделий, конструкции которых содержат множество емкостей: резервуа-

ров, автоклавов, цистерн, баков, баллонов, работающих при значительных внутрен-

них и внешних давлениях, в активных химических средах, а также применяемых для 

длительного хранения и перевозки различных материалов [53, 69, 77]. 

Значительное место среди деталей указанных конструкций занимают тонко-

стенные днища двойной кривизны, сферообразной, эллиптической и куполообраз-

ной форм, изготовляемые из листовых материалов. 

Эффективность изделий ракетно-космической техники, стоимость доставляе-

мого на орбиту полезного груза, массовое совершенствование транспортно-

космических систем и удельная прочность конструкционных материалов, из кото-

рых изготавливают эти системы, связаны взаимосвязаны. Поэтому борьба за повы-

шение удельной прочности является одним из основных направлений работ по ма-

териалам, используемым в области как ракетно-космической, так авиационной тех-

ники. Несмотря на значительные успехи, достигнутые в последние годы в области 

применения неметаллических и композиционных материалов, металлические спла-

вы и по сей день являются основными материалами для силовых узлов и конструк-

ций изделий ракетно-космической техники. Среди этих материалов все больший 

удельный объем занимают титановые и специальные алюминиевые сплавы. Техни-

ческое и экономическое использование сплавов оправдано в тех случаях, когда 

прочность является решающим фактором [2, 4, 77]. 
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Высокие эксплуатационные и прочностные качества днищ обусловливают 

широкое их применение в изделиях. Общеизвестны также преимущества конструк-

ций со сферическими элементами: высокая прочность и жесткость при незначитель-

ной массе; наименьшая поверхность при одном и том же объеме емкости и др. [77]. 

В связи с общей тенденцией к увеличению плотности компоновки узлов со-

временных машин, снижению их материалоемкости, увеличению прочности повы-

шаются требования к точности и конструктивной прочности деталей типа днищ, 

прочности при неизменной массе; ужесточаются допуски на геометрические разме-

ры, величину  и неравномерность утонения днищ при их изготовлении. 

Существует много способов изготовления деталей типа днищ. Это связано с 

различным функциональным назначением деталей, повышенными требованиями к 

их точности и разнообразием применяемых листовых конструкционных материалов. 

В настоящее время значительную часть днищ в промышленности изготовляют спо-

собами холодной штамповки на прессах: формовкой, вытяжкой, обжимом [53, 77]. 

Это объясняется высокой производительностью способов холодной штамповки 

днищ на прессах, наличием значительного парка прессового оборудования, а также 

высоким качеством деталей. 

Для изготовления тонкостенных полуторов обычно используют реверсивный 

метод штамповки [77]. Он применяется с целью увеличения растягивающих и 

уменьшения сжимающих напряжений. Реверсивная вытяжка является высокопроиз-

водительным процессом, обеспечивающим получение изделий с высоким качеством 

поверхности. 

Обычно холодноштамповочные детали из листовых материалов группируют 

по общности конструктивных, конструкторско-геометрических признаков, техноло-

гических и конструктивно-технологических признаков, точностных требований и 

т.д. 

Классификация деталей по конструктивно-геометрическим признакам позво-

ляет наиболее полно определить технологические задачи по совершенствованию 

существующих и разработке принципиально новых способов получения деталей из 

листовых материалов [77]. 
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Классификация деталей по различным технологическим признакам обеспечи-

вает возможность сгруппировать детали по общности применяемого технологиче-

ского процесса, зависящего от уровня развития общественного производства. 

Исходя из принципиальной структурной схемы классификации деталей по 

конструктивно-геометрических признакам, в основу которой положено допущение о 

том, что любая листоштамповочная деталь может быть представлена одним из кон-

структивных элементов типа «стакан» или «борт» или их сочетания, предложена 

принципиальная структурная схема классификации деталей типа днищ. 

К числу наиболее перспективных и принципиально новых технологических 

процессов, направленных на совершенствование современного производства, отно-

сится медленное горячее формоизменение листовых заготовок избыточным давле-

нием газа (изотермическая пневмоформовка). Технологические принципы формоиз-

менения листовых заготовок изотермической пневмоформовкой могут быть приме-

нены в производстве полусферических тонкостенных днищ из высокопрочных алю-

миниевых и титановых сплавов [53]. Каждый из названных способов имеет свои 

преимущества и недостатки. Выбор того или иного способа получения полусфери-

ческих и полуторовых тонкостенных днищ зависит от наличия соответствующего 

типа прессового специального и вспомогательного оборудования, поставок металла, 

его характеристик, производственного и технического опыта. 

На ЗАО «ЗЭМ РКК «Энергия» им. С.П. Королева» был разработан и внедрен 

принципиально новый технологический процесс штамповки-вытяжки тонколисто-

вых (1…4 мм) осесимметричных деталей типа днищ с применением метода ступен-

чатого набора металла, осуществляемого в универсальных сборных переналаживае-

мых штампах (УСПШ) с последующей окончательной прессовой формовкой или 

калибровкой взрывом. 

Сущность метода ступенчатого набора состоит в следующем: для устранения 

утонения стенок применяется предварительный набор металла, осуществляемый в 

штампах, выполняемых с обязательным обеспечением степеней вытяжки (коэффи-

циента вытяжки), свойственных штампуемому металлу;  устранение радиального 

гофрообразования осуществляется путем применения каскада цилиндрических сту-
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пеней набора металла, по геометрии близкого к контуру вписанного радиуса днища; 

в предварительных операциях набор металла осуществляется не полностью (для 

сферических днищ – около 95 %, для торовых – 90 % расчетной заготовки). Недос-

тающее количество металла в наборе восполняется в процессе окончательной вы-

тяжки дотяжкой из фланца [106, 107, 111, 114]. 

 

1.2. Теоретические и экспериментальные исследования процессов  

глубокой вытяжки осесимметричных деталей 

 

На данном этапе развития техники и технологии при изготовлении осесим-

метричных изделий широкое распространение нашли методы глубокой вытяжки. 

Широкий спектр работ отечественных и зарубежных авторов посвящен иссле-

дованию процессов глубокой вытяжки, изучению предельных возможностей фор-

моизменения, силовых режимов; это работы С.И. Губкина,  

Е.А. Попова, И.А. Норицына, Л.А. Шофмана, Г. Закса и других [1, 3, 8, 13, 14, 20, 

22, 25, 32, 33, 36, 48, 49, 51, 55, 59, 60, 61, 67, 70, 73, 77, 82, 83, 84, 86, 126, 127, 128, 

133, 141, 147, 151, 152, 158, 159, 161, 162, 168, 169-172, 173, 175, 191, 193-198]. В 

этих работах большое внимание уделено влиянию технологических параметров на 

предельные возможности формоизменения и силу вытяжки. Теоретические исследо-

вания выполнены путем совместного решения приближенных уравнений равновесия 

и условий пластичности. 

Вытяжка без прижима в конических и радиальных матрицах имеет преимуще-

ства перед вытяжкой с прижимом. Использование прижима обусловлено тем, что 

тангенциальные сжимающие напряжения достигают максимума на кромке заготов-

ки, что, в свою очередь, вызывает недостаточную устойчивость фланца заготовки 

против складкообразования [126, 127]. 

Авторами работ [9, 25, 134, 135] предложены критерии локальной потери ус-

тойчивости плоской заготовки в процессе пластической деформации. Однако приве-

денные зависимости достаточно громоздки. Границы применения первой и после-

дующих операций вытяжки без прижима авторами работ [14, 127, 128] устанавли-
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вают экспериментально. Эмпирический критерий, определяющий возможность вы-

тяжки без складкодержателя, который нашел широкое применение при разработке 

технологических процессов в промышленности, предложен Л.А. Шофманом [172]. 

Теоретическим исследованиям процессов вытяжки осесимметричных неци-

линдрических деталей (вытяжки деталей с широким фланцем, вытяжки ступенчатых 

деталей, вытяжки конических деталей, вытяжки сферических деталей и т.д.) посвя-

щены работы [77, 126, 127].  

Влияние изменения толщины заготовки в процессе вытяжки для изотропного 

и анизотропного материала на напряженное и деформированное состояние заготов-

ки рассмотрено в работах [12, 32, 168, 173, 175]. Показано, что при степенях дефор-

мации меньше 50 % это влияние незначительно (не более 10 %). Более подробные 

экспериментальные и теоретические исследования силовых параметров и предель-

ных степеней первой и последующих операций вытяжки изотропного материала на 

конических и радиальных матрицах проведены в работах [70, 126, 127]. Также при-

ведены методики учета упрочнения материала, изменения толщины заготовки в 

процессе деформирования, влияния сил трения на поле напряжений. Выявлены оп-

тимальные условия протекания операции вытяжки. 

Целый ряд работ [26-31, 69, 77] посвящен теоретическим и эксперименталь-

ным исследованиям процесса реверсивной вытяжки осесимметричных деталей. Ре-

версивная вытяжка является высокопроизводительным процессом, обеспечивающим 

получение изделий с высоким качеством поверхности. Несмотря на широкое приме-

нение этого способа, теория его разработана слабо. 

Реверсивная вытяжка представляет собой в большинстве случаев соединение 

двух операций вытяжки, выполняемых за один рабочий ход пресса, причем вторая 

вытяжка происходит в направлении, обратном первой, и сопровождается выворачи-

ванием заготовки. При этом можно получить более высокую степень деформации. 

Этот способ применяется главным образом для вытяжки крупных или средних раз-

меров при относительной толщине заготовки 25,0100)/( 00 Ds ; для объединения 

двух операций вытяжки в одну, т.е. для получения первой вытяжки большей глуби-

ны, чем это достижимо при нормальной вытяжке; для подготовки к вытяжке сту-
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пенчатого полого колпачка и при изготовлении тонкостенных деталей сферической 

и параболической форм, когда требуется создание большого радиального натяга ма-

териала. За одну операцию можно получить деталь высотой dh 25,0 . Как правило, 

реверсивную вытяжку производят на тихоходных кривошипных прессах или, еще 

лучше, особенно для получения первой вытяжки увеличенной высоты, на гидравли-

ческих прессах. Изменение толщины материала по высоте вытяжки достигает в 

опасных сечениях –10 %, а у края детали +30%. 

Реверсивную вытяжку деталей средних размеров иногда производят одновре-

менно с вырубкой кружка, для чего в конструкцию штампа вводится вырубная мат-

рица, устанавливаемая над вытяжкой. В ряде случаев реверсивная вытяжка приме-

няется и для одной последующей операции вытяжки с целью увеличения растяги-

вающих  и уменьшения сжимающих напряжений. Это наиболее целесообразно при 

вытяжке деталей со сферическим и коническим дном, а также деталей параболиче-

ской или криволинейной формы. Реверсивная вытяжка применяется также для изго-

товления крупногабаритных полуторовых деталей. 

Для изготовления цилиндрических деталей, толщина стенки которых меньше 

толщины дна, как правило, применяется процесс вытяжки с утонением стенки. До-

полнительным фактором в пользу этой операции является упрочнение материала и, 

как следствие, высокие прочностные характеристики детали. 

Ряд работ посвящен теоретическим исследованиям вытяжки с утонением 

стенки [70, 126, 127, 130, 131]. В этих работах с помощью инженерного метода, ме-

тода баланса работ и метода характеристик исследовалось влияние технологических 

параметров на предельные возможности формоизменения и  силовые режимы про-

цесса.  

Методика расчета технологических параметров процесса вытяжки с утонени-

ем стенки через несколько матриц с целью сокращения числа операций, уменьшения 

разностенности деталей, уменьшения искривления оси описана в работах [130, 131]. 

Для получения глубоких цилиндрических изделий с переменной толщиной 

стенки по высоте применяются конические пуансоны. Этому вопросу посвящены 

работы [22, 67, 130, 131]. Установлено, при осуществлении этой операции кониче-
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ским пуансоном увеличиваются возможности деформирования, уменьшаются силы 

вытяжки и съема готового изделия по сравнению с вытяжкой цилиндрическим пу-

ансоном. На операциях вытяжки с утонением стенки обычно используются матрицы 

с углами конусности   5...20. 

Результаты экспериментальных исследований силовых параметров и предель-

ных степеней утонения приведены в работах [130, 131]. 

Теоретические и экспериментальные основы прогнозирования вероятности 

возникновения технологического брака изложены в работе [37]. Приведены реко-

мендации по проектированию технологических операций, управляемых по потере 

устойчивости и разрушению в процессе штамповки, а также повышению точности, 

качества и надежности спроектированных технологических процессов. Отмечено, 

что штамповка тонколистовых заготовок осуществляется практически на предель-

ных режимах, поэтому возможность технологических отказов по тем или иным ви-

дам брака весьма велика. В связи с этим становится актуальным совершенствование 

теории листовой штамповки в направлении более точного учета основных факторов, 

влияющих на процесс, и более надежного прогнозирования возможных технологи-

ческих отказов. 

Ряд работ [14, 175] посвящен теоретическому и экспериментальному изуче-

нию силовых режимов, предельных степеней деформации, удельных сил, дейст-

вующих на вытяжной инструмент, качества получаемых изделий при комбиниро-

ванной вытяжке в матрицах различного профиля (радиального, конусного, трак-

трисного) цилиндрическим и коническим пуансоном изотропных и анизотропных 

материалов. Даны рекомендации по профилю геометрии матрицы, предложены но-

вые способы вытяжки и испытания листового материала на способность к комбини-

рованной вытяжке. Эти исследования позволили получить простые соотношения 

для расчета силы процесса и определения предельных степеней деформации. 
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1.3. Теоретические и экспериментальные исследования процессов  

холодного выдавливания 

 

Процессы холодного выдавливания относятся к прогрессивным методам обра-

ботки металлов давлением и позволяют значительно сократить расход материалов, 

повысить качество и эксплуатационные свойства изделий, достичь высокой произ-

водительности труда за счет использования быстроходных прессов.  

Номенклатура изделий, полученных выдавливанием, может быть разнообраз-

ной: от сплошных деталей типа стержней, валов, осей с различными фланцами до 

полых деталей типа втулки, стакана, ступенчатой трубы и т.д. 

В качестве исходных заготовок в технологических процессах холодного вы-

давливания применяются прокат, труба, лист или лента, проволока, слитки. 

Процессы холодного выдавливания характеризуются высокими удельными 

силами при значительных степенях деформации и их большой  неоднородности в 

очаге деформации. Эти особенности являются в основном сдерживающими факто-

рами, требующими грамотного подхода при проектировании технологических пере-

ходов, связанных с процессами холодного выдавливания. От них зависят значения 

степени деформации, стойкость инструмента, качество изделий, себестоимость про-

дукции и рентабельность производства. 

Процессы холодного выдавливания, являясь в настоящее время прогрессив-

ным методом ОМД, нашли широкое применение не только в машиностроительной 

области, но и в научной сфере в качестве универсального средства эксперименталь-

ной проверки многих теоретических гипотез. 

Большой вклад в развитие и популяризацию теории и технологии холодного 

выдавливания внесли русские учёные Ю.А. Алюшин, А.А. Богатов, В.А. Головин, 

О.А. Ганаго, С.И. Губкин, А.М. Дмитриев, А.К. Евдокимов, В.А. Евстратов, В.Л. 

Колмогоров, В.А. Мишунин, А.Г. Овчинников, И.П. Ренне, Е.И. Семенов, Л.Г. Сте-

панский, И.Я. Тарновский, А.Д. Томленов, Л.А. Шофман, С.П. Яковлев и др., а так-
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же иностранные учёные Б. Авицур, Р. Гайтер, У. Джонсон, Х. Кудо, М. Куноги, Г.Д. 

Фельдман, Дж. Эверхарт и др. [38-44, 47, 74, 85, 87, 128, 146, 150, 151, 155, 175]. 

Многие технологические задачи, связанные с исследованием напряжённо-

деформированного состояния, успешно анализируются способам и, которые бази-

руются на математических методах решения краевых задач. Для учёта максимально-

го количества значащих факторов такие задачи могут быть либо неоправданно 

сложными и трудоёмкими, либо упрошенными, зачастую ограниченными простыми 

геометрическими формами тел и схемами нагружения.  Многие практически важные 

задачи не могут быть решены аналитически вследствие сложности конструкции и 

граничных условий.  

Родоначальником научного изучения процесса прессования, по-видимому, был 

Треска, опубликовавший в 1864 г. предварительные итоги экспериментов по штампов-

ке и выдавливанию. Первые систематические исследования по этому предмету были 

выполнены Эибелем и Фангмейером , Эйсбейном и Заксом в 1931 г. Их работы имели 

большие значение и постоянно используются в настоящее время. 

Анализ процесса выдавливания были основан на так называемой общедефор-

мационной теории до появления в 1946 г. работы Хилла, использовавшего теорию ли-

ний скольжения. 

Поскольку методика полей линий скольжения является чрезвычайно эффектив-

ной для понимания процесса прессования (особенно учитывая его теоретически не-

гомогенную природу) Грин и в особенности Джонсон применили ее к решению раз-

личных плоских задач. 

В работе [38] представлена теория процессов выдавливания металлов на ос-

нове современных методов прикладной теории пластичности. Значительное место 

занимает рассмотрение теории плоского выдавливания с использованием метода 

линий скольжения, который в настоящее время все более широко применяется для 

описания процессов плоской деформации. На основе этого метода рассматривается 

большое количество задач прямого и обратного выдавливания, выдавливания в не-

симметрично расположенные матрицы, бокового выдавливания, прошивки и др. Ра-
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бота содержит также обширный экспериментальный материал, полученный как ав-

торами, так и другими исследователями.  

Весьма перспективным представляется развитый авторами так называемый 

метод верхних оценок, который основан на хорошо известных экстремальных 

принципах математической теории пластичности, достаточно прост и позволяет с 

минимальными затратами труда определять энергосиловые параметры процессов 

выдавливания и других аналогичных процессов обработки давлением. Для тех за-

дач, у которых имеется точное решение, этот метод при расчете силы дает ошибку, 

не превышавшую 15...20 % даже при самых грубых кинематических возможных по-

лях скоростей. Показана возможность применения этого метода к задачам с осевой 

симметрией. Рассмотрена возможность применения результатов теории плоско-

го выдавливания к процессам осесимметричного выдавливания. 

Теория пластичности при существующем уровне развития может объяс-

нить только ограниченную область явлений, наблюдаемых при выдавливании. 

Именно поэтому требуется принятие некоторых идеализирующих допущений 

даже при анализе сравнительно простых задач.  

Методика полуэмпирического анализа, основанная на измерении распределе-

ния деформаций, развитая Томсеном, Фришем и др., послужила пониманию услож-

ненных задач. Некоторые из последних достижений в этой области рассмотрены Би-

шопом.  

В работе [59] приведены сведения об основных операциях холодной объемной 

штамповки; конструировании штамповой оснастки и выборе отдельных типоразме-

ров оборудования и автоматических линий. Описаны свойства и особенности подго-

товки металла при штамповке деталей на прессах и автоматах. Изложены данные по 

холодной и полугорячей штамповке заготовок из углеродистых и легированных ста-

лей, а также цветных сплавов, требования к качеству готовых деталей, технико-

экономические показатели. Приведены расчетные формулы и графики для опреде-

ления давлений на инструмент и деформирующих сил при различных формообра-

зующих операциях. Даны понятия об автоматизации проектирования процессов хо-

лодной объемной штамповки.  
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Изготовление поковок штамповкой выдавливанием позволяет в некоторых 

случаях полностью исключить последующую обработку резанием и улучшить меха-

нические характеристики прочности и пластичности. В работе [66] изложена мето-

дика анализа кинематического и напряженного состояния заготовки в процессе ее 

выдавливания. Даны рекомендации по методике проектирования технологических 

процессов штамповки выдавливанием. Рассмотрены конструкции штампов и конст-

руктивные схемы специального оборудования. 

В работах [40-44, 74] рассмотрены новые технологические процессы холодно-

го выдавливания деталей с гладкими и ступенчатыми полостями, позволяющие со-

кратить затраты на последующую обработку продукции. В этих процессах повыше-

ние степени формоизменения за один переход обеспечивается активными силами 

трения. 

В настоящее время известно значительное количество экспериментальных ра-

бот в области прессования. В большинстве из них, однако, не принимаются во вни-

мание последние достижения теории. 

В работе [47] представлены сортамент ребристых панелей, профилей и труб 

переменного сечения, полых профилей из алюминиевых и титановых сплавов, тех-

нологические схемы их прессования. Изложены вопросы течения металла, опреде-

ления геометрических параметров пластической зоны, длительности и скорости де-

формации, сопротивления деформации при прессовании, а также расчеты силовых 

условий процесса и прессового инструмента на прочность. Рассмотрена разработка 

технологии прессования изделий специальной конфигурации. 

Методы расчета сил, необходимых для деформирования  заготовки в условиях 

холодной штамповки выдавливанием, разработанные на основе теории пластично-

сти, не всегда позволяют учитывать наиболее важные факторы. Поэтому при разра-

ботке технологических процессов холодной штамповки выдавливанием часто ис-

пользуют результаты и рекомендации, полученные при экспериментальных иссле-

дованиях и накопленные производственной практикой. Теория холодной штамповки 

выдавливанием развивается и совершенствуется. На основе этой теории должны 

быть решены следующие основные задачи: определение удельных деформирующих 
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сил, работы  деформации и давлений на контактных поверхностях заготовки и рабо-

чего инструмента, что необходимо при выборе оборудования для штамповки, его 

проектировании и расчете на прочность рабочего инструмента; разработка методик 

определения напряжений в рабочем инструменте под действием рабочих давлений 

на контактных поверхностях и предварительного натяга, расчета его на  прочность; 

определение кинематического, деформированного и  напряженного состояния заго-

товки в процессе деформирования, обоснование и создание условий, обеспечиваю-

щих возможность деформирования при приложении меньших деформирующих сил; 

оценка предельного формоизменения за один переход на основе применения совре-

менных теорий разрушения при  пластическом деформировании.  

Необходимость решения этих задач привела к совершенствованию, дальней-

шему развитию существующих и созданию новых методов анализа технологических 

задач обработки давлением. Так, применяемый в настоящее время метод решения  

приближенных уравнений, кроме равновесия и пластического состояния, включает 

кинематические (деформационные)  уравнения и уравнения связи между напряже-

ниями и скоростями  деформаций (деформациями). Соответствие результатов, полу-

ченных на основе теории, данным экспериментальных исследований зависит от то-

го, насколько математическая модель согласуется с реальным анализируемым про-

цессом. В технологии обработки давлением анализируемые процессы характеризу-

ются свойствами обрабатываемых металлов и сплавов и скоростью приложения 

внешней  нагрузки.  

Решение задач на основе теории пластичности в такой постановке с одновре-

менным учетом упрочнения, скорости деформирования, анизотропии свойств, тем-

пературного эффекта и других факторов приводит к непреодолимым математиче-

ским трудностям и затруднено вследствие отсутствия исходных данных, соответст-

вующих действительным условиям штамповки. Напряжение текучести, как правило, 

определяют в условиях статического приложения внешней нагрузки, хотя скорости 

деформаций при выполнении операций обработки давлением изменяются в доста-

точно широких пределах и приложение нагрузки ближе к динамическому. Влияние 
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температурного эффекта в процессе деформирования на напряжение текучести так-

же не учитывается.  

Течение материала в процессах штамповки выдавливанием является сложным 

и зависит от большого числа факторов. В простых операциях штамповки выдавли-

ванием пластическое течение определяется схемой сил, воздействующих на заго-

товку; пластическими свойствами металла; геометрией заготовки и рабочего инст-

румента и другими факторами. Достоверность полученных результатов исследова-

ний в значительной мере определяется соответствием их математической модели, 

описывающей реальный процесс штамповки выдавливанием. Она связана со значи-

тельным изменением внешней формы и размеров заготовки в процессе выполнения 

операций штамповки выдавливанием, благодаря чему форма и размеры очага пла-

стической деформации не всегда остаются неизменными. Одним словом может быть 

неустановившееся течение с тем, что не весь объем заготовки в процессе операции 

находится в состоянии пластичности, с неоднородным и неравномерным распреде-

лением скоростей течения в очаге пластической деформации и равномерной скоро-

стью течения жестких частей заготовки, что влияет на выбор граничных условиях, 

со сложностью форм заготовки и рабочего инструмента, с условием трения на кон-

тактных поверхностях между заготовкой и инструментом. 

Таким образом, в теории штамповки выдавливанием важными этапами явля-

ются выбор и обоснование соответствия математической модели реальному рас-

сматриваемому процессу.  

Наиболее распространенной моделью обрабатываемого  материала является 

идеальное жесткопластическое тело, к  которому приложена статическая внешняя 

нагрузка. Использование ЭВМ расширяет возможности и позволяет решать  техно-

логические задачи пластичности, относящиеся к плоскому  напряженному, плоско-

му деформированному или осесимметричному состоянию. В последнее время пред-

приняты успешные попытки решать еще более сложные задачи. Заслуживают вни-

мания методы анализа на основе теории пластичности, применяемые в теории обра-

ботки металлов давлением, которые при достаточно грубых допущениях позволяют 
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получить аналитические зависимости для определения деформирующих сил с уче-

том  упрочнения и условий трения.  

При использовании модели идеального жесткопластического тела для анализа 

технологических операций важен правильный выбор напряжений текучести. Если в 

качестве напряжения текучести выбирать первоначальный предел,  то результаты 

при определении силовых и энергетических параметров могут оказаться занижен-

ными. Если напряжение текучести принимать соответствующим максимальной де-

формации, то результаты могут оказаться завышенными. По-видимому, наиболее 

целесообразно в каждом частном случае определять среднеинтегральное значение 

интенсивности деформаций и для него по диаграмме упрочнения выбирать напря-

жение текучести. Определение среднеинтегральной интенсивности деформации 

проведено Л. Г. Степанским [146].  

В процессе пластического деформирования металлов и сплавов происходит 

поворот кристаллографических осей отдельных зерен, в результате чего появляется 

текстура преимущественной ориентировки. В этом случае прочность и пластичность 

зависят от направления, т.е. металл становится анизотропным. В процессах штам-

повки наиболее существенно проявление анизотропии свойств листового материала. 

При анализе технологических операций ковки и штамповки сортового проката ани-

зотропию их свойств в большинстве случаев не учитывают. Итак, в данном случае 

анализа процессов штамповки выдавливанием в качестве модели принимается иде-

альное жесткопластическое изотропное тело. 

Согласно схеме напряженного состояния поковки, получаемые в результате 

выдавливания - обратного и прямого, радиального и редуцирования в большинстве 

представляют собой тела вращения с осевой симметрией. Заготовки, предназначен-

ные для получения этих поковок, также обладают осевой симметрией. Приложение 

внешней нагрузки и течение металла при этих операциях также сохраняют осевую 

симметрию.  
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1.4. Анизотропия материала заготовок и ее влияние  

на процессы пластического деформирования 

 

Листовой металл, используемый в процессах обработки металлов давлением, 

обладает начальной анизотропией механических свойств. Анизотропия листа явля-

ется следствием различия режимов прокатки и термической обработки [4, 32, 66, 

173, 175] и, в частности, образования текстуры предпочтительной ориентировки 

кристаллографических осей в зернах обрабатываемого материала, характера распре-

деления и ориентировки фаз дефектов металла и остаточных напряжений, возни-

кающих вследствие неоднородности пластической деформации при прокатке [2, 3, 

25, 32, 66]. При деформации зерна и включения приобретают вытянутую форму, ко-

торая после отжига переходит в строчечную структуру, в результате чего свойства, в 

том числе и механические, вдоль и поперек направления прокатки могут резко раз-

личаться. 

Изучение кинетики развития текстуры при холодной прокатке показало, что 

анизотропия в общем случае возрастает с увеличением деформации до определенно-

го предела, после которого изменяется уже мало [173, 175]. Анизотропию механиче-

ских свойств прокатанного листа можно уменьшить разбросом текстуры относи-

тельно направления прокатки. 

Анизотропия механических свойств металлов проявляется в различии преде-

лов текучести 2,0 , временного сопротивления разрыву â , относительного удли-

нения   и других параметров в разных направлениях плоскости листа. Для характе-

ристики анизотропии используют различные показатели, например показатель ани-

зотропии относительного удлинения и показатель анизотропии временного сопро-

тивления разрыву. Однако указанные показатели характеризуют анизотропию меха-

нических свойств только вдоль и поперек прокатки, что недостаточно для объектив-

ной оценки анизотропии материала, так как целый ряд материалов имеет одинако-

вые значения пределов текучести, временного сопротивления разрыву, относитель-

ного удлинения вдоль и попрек прокатки, но различные в других направлениях. 
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Для оценки анизотропии механических свойств листового материала наиболее 

часто применяются коэффициенты анизотропии R , которые представляют собой 

отношение логарифмических деформаций по ширине b  и толщине z  образцов, 

вырезанных под углами   по отношению к направлению прокатки, при испытании 

на растяжение. 

Для изотропного материала это отношение равно единице. Различают транс-

версально-изотропное тело, когда коэффициент анизотропии практически одинаков 

в различных направлениях по отношению к направлению прокатки листа, но отли-

чен от единицы, и плоскостную анизотропию, когда коэффициент анизотропии раз-

личен в различных направлениях относительно направления прокатки в плоскости 

листа. 

Влияние анизотропии механических свойств на штампуемость листовых мате-

риалов и качество получаемых изделий часто связывается с величиной среднего ко-

эффициента анизотропии R , определяемого как среднее арифметическое коэффици-

ентов анизотропии в разных направлениях в плоскости листа. 

Целый ряд работ [3, 4, 32, 46, 53, 55, 67, 157, 159, 175] посвящен отработке ме-

тодик и экспериментальному определению коэффициентов анизотропии. Обычно 

величину коэффициента анизотропии R  определяют по данным измерения ширины 

и толщины образца в зоне расчетной длины при деформации растяжения образца на 

15…20 % в области равномерной деформации. Часто величину R  находят при мак-

симальной равномерной деформации образцов. Ширину образцов рекомендуется 

брать не менее 15 мм, в противном случае обнаруживается тенденция увеличения 

разброса величины R . Некоторые исследователи вместо замеров толщины опреде-

ляли деформацию по длине и ширине образца, а затем, используя условие постоян-

ства объема, вычисляли деформацию по толщине. Этот способ позволяет исключить 

относительно большие погрешности измерений толщины. Отмечается, что опреде-

ление R  усложняется неоднородностью материала, которая приводит к искажению 

боковой поверхности образца даже в области квазиравномерной деформации. Уста-

новлено, что значение коэффициента нормальной анизотропии для большинства 

листовых материалов изменяется в пределах от 0,2 до 3,5.  
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Авторами работ [173, 175] экспериментально показано, что анизотропия уп-

рочнения имеет место при одноосном растяжении образцов, т.е. коэффициент ани-

зотропии R  зависит от степени деформации образцов, при которой он определяет-

ся. Описанные методы определения коэффициентов анизотропии отличаются боль-

шой трудоемкостью как при подготовке к испытанию, так и при обработке резуль-

татов испытаний. В целях устранения указанных недостатков разрабатываются ме-

тодики определения анизотропии механических свойств на испытательных машинах 

с использованием специальных механических устройств в тензоблоках [175].  

В основу теоретических исследований анизотропного тела положены различ-

ные условия пластичности ортотропных тел - Мизеса-Хилла, Ху и Мэрина, Нориса и 

Мак-Кинена, Ивлева, Прагера, Сен-Венана, Жукова, Бастуна и Черняка, Ашкенази 

[3, 5, 7, 19, 35, 52, 54, 149, 173, 175]. При анализе процессов обработки металлов 

давлением наибольшее распространение получило условие пластичности Мизеса - 

Хилла и ассоциированный закон пластического течения [159]. 

Основу теории составляют предположения о квадратичной относительно на-

пряжений форме условия текучести, несжимаемости материала, совпадении функ-

ции текучести с пластическим потенциалом скоростей деформации при изотропном 

упрочнении материала и отсутствии упрочнения. 

Один из вариантов этой теории развит Ю.М. Арышенским. В рамках предло-

женной им теории разработаны инженерные методики для учета анизотропии и 

произведена реализация их при анализе силовых и деформационных параметров ря-

да операций листовой штамповки, в частности  

вытяжки [3]. 

Экспериментальная проверка условия пластичности Мизеса-Хилла при одно-

осном растяжении плоских образцов и в случае сложного напряженного состояния 

показывает удовлетворительное согласование расчетных и опытных данных [173, 

175]. 

Основные уравнения плоской деформации анизотропного тела получены Р. 

Хиллом [159]. В ряде работ [12, 24, 61, 72, 83, 128, 137, 145, 154, 159, 160, 161, 168, 

173, 175] рассмотрены прикладные аспекты анализа процессов обработки металлов 
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давлением: внедрение штампа в анизотропную среду, волочение полосы через кли-

новую матрицу, сжатие и перекусывание полосы и т.д. 

В процессе обработки давлением исходная анизотропия листовых материалов 

изменяется и развивается деформационная анизотропия [32, 175]. При анализе тех-

нологических процессов ОМД в настоящее время учитывается начальная анизотро-

пия механических свойств. Учет влияния начальной анизотропии осуществляется в 

рамках идеально пластического или изотропно упрочняющегося тела. Однако ука-

занные предположения не позволяют оценить изменение анизотропии механических 

свойств в процессе пластической обработки. 

Математические модели деформационного упрочнения материалов рассмот-

рены в работах [3, 19, 35, 52, 168, 173, 175, 195, 196]. Среди математических моде-

лей, описывающих упрочнение материала, следует выделить модель изотропного 

упрочнения, когда поверхность нагружения (изотропно) расширяется во всех на-

правлениях в пространстве напряжений, модель  трансляционного упрочнения, свя-

занного с перемещением поверхности нагружения в пространстве напряжений как 

жесткого целого, и модель комбинированного упрочнения, когда поверхность на-

гружения одновременно изотропно расширяется и перемещается в пространстве на-

пряжений. Последние две модели отражают деформационное анизотропное упроч-

нение материала и учитывают эффект Баушингера. 

В настоящее время в научно-технической литературе [75, 76, 83, 175] появи-

лись работы, связанные с разработкой математических моделей анизотропного уп-

рочнения ортотропного тела в рамках теории пластичности Мизеса - Хилла. Пред-

полагается, что поверхность нагружения не перемещается в пространстве напряже-

ний, а анизотропно расширяется во всех направлениях. В качестве параметров уп-

рочнения вводятся энергетические или деформационные параметры. 

Предельные возможности формоизменения при ОМД существенно зависят от 

анизотропии механических свойств заготовки. Величина предельной степени де-

формации обычно оценивается исходя из условий локальной потери устойчивости 

материала при пластическом деформировании, накопления повреждаемости мате-

риала в процессе формоизменения до определенного уровня и достижения наи-
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большего растягивающего напряжения своей предельной величины [11, 25, 36, 62, 

63, 64, 126, 127, 134, 147].  

Вопросы устойчивости листовой заготовки в условиях двухосного растяжения 

при плоском напряженном состоянии анизотропных тел рассматривались А.Д. Том-

леновым, В.Д. Головлевым, Ф.И. Рузановым, Н.Н. Малининым и другими [25, 71, 

72, 134, 136, 154]. 

В работах [1, 3, 14, 24, 25, 66, 68, 75, 76, 83, 168, 173, 175, 191, 193, 194, 198] 

показано, что анизотропия механических свойств материала заготовки оказывает 

существенное влияние на силовые и деформационные параметры процессов обра-

ботки металлов давлением и на качество получаемых изделий.  

Исследования процесса вырубки круглых заготовок из листа показывают, что 

качество среза улучшается при увеличении величины R , вследствие чего рекомен-

дуется использовать листы с коэффициентами анизотропии больше 1 для деталей, 

получаемых вырубкой. Кроме того, при использовании трансверсально-изотропного 

материала разделение металла получается наиболее однородным [32].  

При вытяжке плоскостная анизотропия проявляется в образовании фестонов, 

что вызывает необходимость в обрезке края детали и потери металла. Фестонообра-

зование сопряжено с неравномерностью толщины стенок деталей и трудностями, 

связанными со съемом их с пуансона после вытяжки. 

Образование фестонов приводит также к появлению расслоений и наплывов. 

Результаты экспериментального исследования фестонообразования в зависимости 

от исходной анизотропии заготовок и технологических параметров вытяжки приво-

дятся в работах [25, 32, 168, 173, 175]. Установлено, что существенное влияние на 

фестонообразование оказывают степень исходной плоскостной анизотропии, коэф-

фициент вытяжки и относительный зазор между матрицей и пуансоном. Другие 

факторы - геометрия инструмента, сила прижима, смазка, толщина материала - 

влияют незначительно. Уменьшению фестонов способствует принудительное уто-

нение стенок вытягиваемой детали. 

Многими исследователями установлено, что расположение фестонов связано с 

видом кривой изменения коэффициента анизотропии от угла вырезки образца по 
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отношению к направлению прокатки. Если эта кривая обращена выпуклостью 

вверх, то фестоны образуются в направлениях, составляющих приблизительно угол 

45° с направлением прокатки, а если кривая обращена выпуклостью вниз, то фесто-

ны образуются в направлениях, составляющих углы 0 и 90° с направлением прокат-

ки. По данным М. К. Смита, фестоны образуются в направлениях наиболее низ-

кого сопротивления деформации. Ф. Айзенколб показал, что после рекристаллиза-

ционного отжига расположение фестонов относительно направления прокатки зави-

сит от степени обжатия предшествовавшей холодной прокатки листа. Так, у холод-

нокатаных листов со степенью обжатия менее 30 % после ре-кристаллизационного 

отжига фестоны образуется в направлениях под углом 45 относительно направле-

ния прокатки, а при более значительном обжатии - под углами 0 и 90°. 

При вытяжке стаканов из листовых материалов с изотропными свойствами 

происходит утолщение стенки стакана по образующей, достигающее обычно 25…35 

% (от исходной толщины) на крае стакана. 

При вытяжке анизотропных материалов в связи с фестонообразованием, обу-

словленным различием механических свойств в разных направлениях, толщина 

стенки изменяется не только по образующей стакана, но и по его периметру; причем 

в большей степени изменение толщины происходит по впадине и в меньшей - по фес-

тону. Очевидно, что в этом случае разнотол-щинность стенки по образующей и по пе-

риметру характеризует качество и точность вытянутого стакана. 

В ряде случаев отмечается положительное влияние анизотропии на процесс 

вытяжки - обеспечивает большую степень вытяжки, препятствует потере устойчи-

вости стенки вытягиваемой детали и позволяет получить детали с большей конст-

руктивной жесткостью. 

В работах [168, 126, 175] даны конкретные рекомендации по построению про-

фильной заготовки с целью уменьшения фестонообразования при вытяжке и комби-

нированной вытяжке. 

Влияние анизотропии пластических свойств материала на способность листо-

вых материалов к вытяжке изучены в работах [1, 25, 32, 173, 175]. Показано сущест-

венное влияние коэффициента нормальной анизотропии на способность металла к 
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глубокой вытяжке осесимметричных деталей и плоскостной анизотропии в случае 

вытяжки несимметричных изделий. 

Головлевым В.Д. [25] установлено существенное влияние анизотропии на об-

разование складок при вытяжке. Им показано, что в некоторых случаях игнорирова-

ние анизотропии заготовки при расчетах процессов пластического формоизменения 

может привести к значительным отклонениям расчетных величин критических де-

формаций от действительных величин.  

Авторами работ [48, 59, 82, 83, 91, 92, 173-186] выполнены теоретические ис-

следования процессов вытяжки, комбинированной вытяжки, вытяжки с утонением 

стенки и многоступенчатой вытяжки осесимметричных деталей из анизотропных 

упрочняющихся материалов при различных температурно-скоростных режимах де-

формирования. Исследования процессов глубокой вытяжки выполнены в предполо-

жении, что в заготовке реализуется плоское напряженное или плоское деформиро-

ванное состояние. 

Результаты теоретических исследований процесса осадки с кручением круг-

лой листовой заготовки из анизотропного материала приведены в работах [75, 76]. 

Получены необходимые соотношения с учетом изменения ориентации главных осей 

анизотропии и разработан алгоритм расчета параметров напряженного и деформи-

рованного состояний и силовых режимов процесса. Установлено существенное 

влияние поворота главных осей анизотропии на формирование механических харак-

теристик материала изделия. 

Авторами исследований [88, 89] разработаны математические модели процес-

сов обжима и раздачи трубных заготовок, обладающих цилиндрической анизотро-

пией механических свойств, получены основные уравнения и соотношения для ана-

лиза операций обжима и раздачи анизотропных трубных заготовок. Выполнены тео-

ретические исследования операций обжима конической матрицей и раздачи кониче-

ским пуансоном трубных анизотропных заготовок. Установлено влияние техноло-

гических параметров, условий трения на контактной поверхности пуансона и заго-

товки, анизотропии механических свойств трубной заготовки на напряженное и де-

формированное состояния заготовки, геометрические размеры заготовки, силовые 
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режимы и предельные возможности формообразования операций раздачи и обжима 

трубных заготовок коническим пуансоном. 

Элементы теории формоизменения изотропных и анизотропных, разнородных 

двухслойных материалов в условиях плоского деформированного состояния полу-

чены ранее [90, 156, 174]. Разработана математическая модель деформирования 

двухслойных материалов в условиях плоского деформированного состояния, полу-

чены основные уравнения и соотношения, необходимые для анализа напряженного 

и деформированного состояний заготовки, силовых режимов и предельных возмож-

ностей формоизменения при вытяжке с утонением стенки цилиндрических деталей и 

волочении труб из двухслойных материалов, установлены закономерности влияния 

геометрических параметров двухслойного материала, заготовки и инструмента, сте-

пени деформации, условий трения контактных поверхностей инструмента и заго-

товки на распределение деформаций, напряжений, степени использования ресурса 

пластичности в основном и плакированном слоях в очаге деформации, силовые ре-

жимы, предельные возможности формоизменения цилиндрических деталей при вы-

тяжке с утонением стенки, связанных с максимальной величиной растягивающих 

напряжений на выходе из очага пластической деформации и накоплением повреж-

даемости. 

Несмотря на большое количество работ, посвященных исследованию процесса 

вытяжки с утонением стенки, однако процессы пластического деформирования ци-

линдрических анизотропных заготовок в коническом (осесимметричное напряжен-

ное и деформированное состояния) канале мало изучены. 
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2. Выбор и обоснование оптимального варианта 

направления исследований 

 

Значительный вклад в развитие теории пластичности и методов анализа про-
цессов обработки металлов давлением, критериев локальной потери устойчивости и 
разрушения изотропных и анизотропных материалов внесли Ю.А. Аверкиев, А.Ю. 
Аверкиев, Ю.А. Алюшин, Ю.М. Арышенский, А.А. Богатов, С.И. Вдовин, Э. Ву, 
В.Д. Головлев, Ф.В. Гречников, С.И. Губкин, Г.Я. Гун, В.Л. Данилов, Г.Д. Дель, 
А.М. Дмитриев, Д. Друкер, Г. Закс, А.А. Ильюшин, Е.И. Исаченков, А.Ю. Ишлин-
ский, Ю.Г. Калпин, Л.М. Качанов, В.Л. Колмогоров, М.А. Колтунов, В.Д. Кухарь, Д. 
Лубан, Н.Н. Малинин, А.Д. Матвеев, А.Г. Овчинников, В.А. Огородников, С.С. 
Одинг, Е.А. Попов, Ю.Н. Работнов, И.П. Ренне, К.И. Романов, Ф.И. Рузанов, Г. 
Свифт, Е.И. Семенов, И.А. Смарагдов, О.М. Смирнов, О.В. Соснин, Л.Г. Степан-
ский, А.Д. Томленов, Е.П. Унксов, Р. Хилл, В.В. Шевелев, С.П. Яковлев, С.С. Яков-
лев и другие.  

В работах этих ученных разработаны и усовершенствованы методы анализа 
процессов пластического формоизменения, даны их приложения к анализу дефор-
мирования листовых и цилиндрических заготовок. 

Анализ указанных выше работ показывает, что листовой материал, исполь-
зуемый для процессов ОМД, обладает анизотропией механических свойств. Анизо-
тропия проката является следствием образования текстуры предпочтительной ори-
ентировки кристаллографических осей в зернах обрабатываемого материала, харак-
тера распределения и ориентировки фаз дефектов металла и остаточных напряже-
ний, возникающих вследствие неоднородности пластической деформации при про-
катке. При деформации зерна и включения приобретают вытянутую форму, которая 
после отжига переходит в строчечную структуру. В результате этого свойства, в том 
числе и механические, вдоль и поперек направления прокатки могут резко разли-
чаться. 

Кристаллографическая текстура во многих случаях является определяющим 
фактором в создании анизотропии физических свойств металлических материалов. 
Следовательно, управляя текстурой, можно целенаправленно регулировать анизо-
тропию их свойств, обеспечить оптимальные значения данной физической характе-
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ристики в нужном для определенного изделия направлении и т.п. Кроме того, учи-
тывая связь коэффициента пластической анизотропии R   с упругими характеристи-
ками материала и текстурой, можно создавать оптимальную текстуру, способст-
вующую повышению штампуемости листов из данного материала. Для реализации 
на практике всех возможностей, связанных с кристаллографической текстурой, надо 
располагать информацией о закономерностях формирования текстуры в процессе 
различных обработок материала (пластическая деформация, рекристаллизационный 
отжиг и др.), а также об основных технологических факторах, влияющих на тексту-
ру. 

Величина коэффициента анизотропии для большинства листовых материалов, 
используемых в процессах пластического деформирования, изменяется в пределах 
от 0,2 до 3,5. Анизотропия механических свойств заготовок и деталей существенно 
зависит от предварительной пластической деформации и последующей термической 
обработки. 

Начальная анизотропия механических свойств материала заготовки оказывает 
существенное влияние на силовые и деформационные параметры процессов пласти-
ческого деформирования и на качество получаемых изделий. Она может оказывать 
как положительное, так и отрицательное влияние на процессы деформирования. 

На основе проведенного обзора работ отмечается, что анализ технологических 
процессов обработки анизотропных металлов давлением в настоящее время осуще-
ствляется в рамках начально-анизотропного идеально пластического или изотропно 
упрочняющегося материала. Однако указанные предположения не позволяют оце-
нить развивающуюся анизотропию механических свойств материала заготовки в 
процессе пластической обработки, о чем свидетельствует анализ эксперименталь-
ных исследований. 

Наибольшее распространение при анализе процессов обработки металлов дав-
лением нашла теория течения анизотропного материала Мизеса - Хилла, которая 
также не позволяет оценить изменение анизотропии механических свойств материа-
ла заготовки в процессах пластического деформирования. 

Анализ экспериментальных исследований убедительно доказывает изменение 
этих свойств. В многооперационных технологических процессах обработки метал-
лов давлением следует учитывать изменение анизотропии механических свойств 
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при назначении технологических параметров промежуточных и окончательных опе-
раций пластического деформирования. Кроме того, технические условия работы из-
делия часто требуют формировать определенную анизотропию механических 
свойств деталей. 

Большинство существующих теорий анизотропного упрочнения начально 
изотропного и анизотропного тела основаны на изотропном расширении и переме-
щении поверхности нагружения в пространстве напряжений и отличаются друг от 
друга в подходе к описанию перемещения центра поверхности нагружения, которые 
могут задаваться в виде конечных и дифференциальных соотношений. Они разрабо-
таны для малых упругопластических деформаций. 

В настоящее время практически отсутствуют феноменологические модели 
разрушения и критерии локальной потери устойчивости анизотропного материала, 
которые могут быть положены в основу интенсификации технологических процес-
сов пластического формоизменения и обеспечивающие заданные технические тре-
бования на изготовление изделий. 

Недостаточно изучен вопрос определения характеристик анизотропии меха-
нических свойств листовых материалов, констант кривых анизотропного упрочне-
ния и разрушения ортотропных листовых материалов. В периодической литературе 
практически отсутствуют экспериментальные данные по перечисленным выше ме-
ханическим характеристикам материалов, широко используемых в промышленно-
сти. Мало внимания уделялось теоретическому анализу процессов обработки метал-
лов давлением кристаллических ортотропных анизотропо упрочняющихся листовых 
материалов. 

Несмотря на большое количество работ, посвященных теоретическим и экспе-
риментальным исследованиям процессов многооперационной вытяжки, реверсив-
ной вытяжки ступенчатых осесимметричных деталей, вопросы теории формоизме-
нения анизотропных материалов в настоящее время практически не решены. Мало 
внимания уделяется в научно-технической литературе исследованиям напряженного 
и деформированного состояний заготовки, силовых режимов операций многоопера-
ционной вытяжки и реверсивной вытяжки ступенчатых осесимметричных деталей. 
Предельные возможности деформирования в основном определялись по максималь-
ной величине растягивающего напряжения на выходе из очага пластической дефор-
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мации. Оценка устойчивого протекания операций многооперационной вытяжки и 
реверсивной вытяжки осесимметричных ступенчатых деталей по степени ресурса 
пластичности и критерию локальной потери устойчивости анизотропной заготовки 
не производилась. Не решен широкий круг вопросов, связанных с проектированием 
технологических процессов многооперационной вытяжки и реверсивной вытяжки 
осесимметричных ступенчатых деталей и определением рациональных условий ве-
дения этих процессов, обеспечивающих изготовление изделий заданного качества 
(величины накопленных микроповреждений и разнотолщинности стенок изготавли-
ваемых деталей). Существующие исследования носят в основном эксперименталь-
ный характер. 

В научно-технической литературе не решен широкий круг вопросов по влия-
нию анизотропии механических свойств исходных материалов, технологических па-
раметров, геометрических размеров заготовки и инструмента, степени деформации, 
условий трения контактных поверхностей инструмента и заготовки на кинематику 
течения материала, напряженное и деформированное состояния заготовки, силовые 
режимы и предельные возможности формоизменения и формирование показателей 
качества изготавливаемых осесимметричных деталей; по влиянию кристаллографи-
ческой текстуры на коэффициент нормальной пластической анизотропии гексаго-
нальных плотноупакованных – металлов, длительности отжига на текстуру листов 
из гексагональных плотноупакованных – металлов, по установлению закономерно-
стей изменения текстуры кристаллических материалов при многопереходной штам-
повки-вытяжки полусферических днищ, по влиянию режимов отжига на глубину га-
зонасыщенного слоя полусферических днищ из титанового сплава ПТ-3Вкт, по вы-
явлению влияния структуры и текстуры листового проката титанового сплава ПТ-
3кт на характер разрушения в процессе многооперационной вытяжки, по установле-
нию путей управления текстурой и структурой сварных соединений α-сплавов тита-
на. 

Проблема повышения качества и точности осесимметричных деталей остро 
стоит перед всеми предприятиями, которые имеют листоштамповочное производст-
во. 
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3. Выбор и обоснование оптимального варианта  

направления исследований 

 

На основе выполненного аналитического обзора современного состояния тео-

рии и технологии пластического деформирования кристаллических анизотропных 

материалов сформулированы следующие основные задачи исследования: 

Этап I. Создание теории формообразования анизотропных кристалличе-

ских материалов при интенсивном пластическом деформировании и критериев 

локальной потери устойчивости и условия пластической потери устойчивости 

в виде гофрообразования листовых анизотропных кристаллических материалов 

при интенсивном пластическом деформировании. 

1.1 Развитие теории пластического формообразования кристаллических орто-

тропных материалов с деформационной анизотропией механических свойств. 

1.2 Разработка основных уравнений и соотношений для теоретического анали-

за операций пластического формообразования кристаллических анизотропных лис-

товых заготовок. 

1.3 Создание феноменологических моделей разрушения кристаллических ани-

зотропных материалов по накоплению повреждаемости материала с учетом ускоре-

ние процесса повреждаемости под влиянием уже накопленных в материале повреж-

дений. 

1.4 Создание критериев локальной потери устойчивости кристаллических ор-

тотропных анизотропно упрочняющихся материалов для плоского напряженного 

состояния заготовки, а также плоского напряженного и плоского деформированного 

состояний заготовки. 

1.5 Разработка условия пластической потери устойчивости в виде гофрообра-

зования (волнистости) прямоугольной пластины из анизотропного материала в ус-

ловиях плоского напряженного состояния. 

1.6 Проведение патентных исследований. 

Этап II. Разработка теории деформирования анизотропных кристалличе-

ских материалов на первой и многоступенчатой операциях вытяжки, реверсив-
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ной вытяжки осесимметричных деталей с фланцем с учетом изменения тол-

щины заготовки и упрочнения материала заготовки применительно к изготов-

лению полусферических и полуторовых днищ. Разработка экспериментальных 

основ формирования кристаллографической текстуры и анизотропии механи-

ческих свойств материалов заготовок для изготовления изделий машинострое-

ния ответственного назначения методами пластического формообразования. 

2.1 Разработка математических моделей первой и многоступенчатой вытяжек, 

реверсивной вытяжки осесимметричных деталей с фланцем из трансверсально-

изотропных материалов с учетом изменения толщины заготовки и упрочнения мате-

риала заготовки в процессе пластической деформации кристаллических материалов 

применительно к изготовлению полусферических и полуторовых днищ. 

2.2 Создание алгоритмов расчета и пакета прикладных программ. 

2.3 Установление влияния анизотропии механических свойств исходных мате-

риалов, технологических параметров, геометрических размеров заготовки и инстру-

мента, степени деформации, условий трения контактных поверхностей инструмента 

и заготовки на кинематику течения материала, напряженное и деформированное со-

стояния заготовки, силовые режимы и предельные возможности формоизменения и 

формирование показателей качества изготавливаемых осесимметричных деталей. 

2.4 Установление влияния кристаллографической текстуры на коэффициент 

нормальной пластической анизотропии гексагональных плотноупакованных – ме-

таллов. 

2.5 Выявление влияние длительности отжига на текстуру листов из гексаго-

нальных плотноупакованных – металлов (титановый сплав ПТ-3Вкт). Установление 

закономерностей изменения текстуры кристаллических материалов при многопере-

ходной штамповке-вытяжке полусферических днищ. 

2.6 Установление влияния режимов отжига на глубину газонасыщенного слоя 

полусферических днищ из титанового сплава ПТ-3Вкт. Выявление влияния структу-

ры и текстуры листового проката титанового сплава ПТ-3кт на характер разрушения 

в процессе многооперационной вытяжки. 
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2.7 Установление путей управления текстурой и структурой сварных соедине-

ний α-сплавов титана. 

2.8 Проведение дополнительных патентных исследований. 

Этап III. Создание технологических принципов разработки новых науко-

емких технологических процессов изготовления ответственных изделий точ-

ного машиностроения из высокопрочных кристаллических материалов. Созда-

ние наукоемких, прогрессивных технологических процессов холодной штампов-

ки тонкостенных полусферических и торовых днищ из анизотропных кристал-

лических материалов ракетно-космической техники. 

3.1 Создание технологических принципов разработки новых наукоемких тех-

нологических процессов изготовления крупногабаритных тонкостенных полусфери-

ческих и полуторовых днищ из высокопрочных кристаллических материалов. 

3.2 Разработка научно обоснованных технологических решений изготовления 

крупногабаритных осесимметричных деталей с фланцем многооперационной вы-

тяжкой полусферических днищ и реверсивной вытяжкой полуторовых днищ приме-

нительно к изготовлению деталей и узлов ракетно-космической техники. 

3.3 Проведение дополнительных патентных исследований. 

3.4 Создание высоких технологических процессов холодной штамповки круп-

ногабаритных полусферических тонкостенных днищ из кристаллических материа-

лов различных типоразмеров. 

3.5 Разработка наукоемкого технологического процесса холодной штамповки 

осесимметричных деталей из алюминиевого сплава А5М. 

3.6 Создание высоких технологических процессов штамповки полуторовых 

днищ различных типоразмеров из тонколистового алюминиевого сплава АМг6. 

3.7 Проведение технико-экономической оценки полученных результатов. 

3.8 Разработка программы внедрения результатов НИР в образовательный 

процесс. 
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4. Основные уравнения и соотношения для теоретического анализа операций 

пластического формообразования кристаллических анизотропных листовых 

заготовок 

 

Листовой материал, подвергаемый штамповке, как правило, обладает анизо-

тропией механических свойств, обусловленной маркой материала, технологически-

ми режимами его получения, которая может оказывать как положительное, так и от-

рицательное влияние на устойчивое протекание технологических процессов обра-

ботки металлов давлением. 

В процессах пластического формоизменения исходная анизотропия листовых 

материалов изменяется и развивается деформационная анизотропия. 

При анализе технологических процессов ОМД в настоящее время учитывается 

начальная анизотропия механических свойств.  

Предельные возможности формоизменения при пластическом деформирова-

нии изотропных материалов, как правило, оцениваются по максимальной величине 

растягивающего напряжения на выходе из очага пластической деформации, а также 

по феноменологическим критериям разрушения, связанным с накоплением микро-

повреждений (по степени использования ресурса пластичности). 

Ниже приведены основные уравнения и соотношения, необходимые для тео-

ретического анализа процессов пластического деформирования, разработанные ма-

тематические модели анизотропного упрочнения начально ортотропного тела, фе-

номенологические критерии разрушения и шейкообразования анизотропного листо-

вого материала в условиях плоского напряженного, плоского напряженного и де-

формированного состояний заготовки. 

 

4.1. Условие текучести и ассоциированный закон пластического течения 

ортотропного материала 

 

Материал принимаем несжимаемым, жесткопластическим, ортотропным, для 

которого справедливы условие текучести Мизеса-Хилла: 
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   222 )()()(2 yxxzzyij HGFf  

1222 222  xyzxyz NML                                (4.1)  

и ассоциированный закон пластического течения 

 )()( zxyxx GHdd  ;  yzyz Ldd  ; 

 )()( xyzyy HFdd  ;   zxzx Mdd  ;        (4.2) 

 )()( yzxzz FGdd  ;   xyxy Ndd  , 

где F , G , H , L , M , N  - параметры, характеризующие текущее состояние анизо-

тропии; ij  - компоненты тензора напряжений в главных осях анизотропии; xd , 

yd , zd , yzd ,  xyd  и  zxd  - компоненты тензора приращения деформаций; d  - 

коэффициент пропорциональности. Здесь x , y , z  - главные оси анизотропии.  

Параметры анизотропии F , G , H , L , M , N  связаны с величинами сопро-

тивления материала пластическому деформированию следующими соотношениями: 
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F ;              
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L ; 
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G  ;             
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M ;                        (4.3) 
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где sx , sy  и sz  - величины сопротивления материала пластическому деформи-

рованию  при растяжении в главных осях анизотропии; sxy , syz , szx  - величины 

сопротивления материала пластическому деформированию при сдвиге по отноше-

нию к главным осям анизотропии.  

В случае изотропно-упрочняющегося начально ортотропного тела Р.Хиллом 

введены понятия интенсивности напряжений i : 
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                       (4.4) 
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и приращения интенсивности деформации id  
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          (4.5) 

 

4.2. Плоское напряженное состояние анизотропного материала 

 

Ряд процессов обработки металлов давлением, таких как вытяжка, обжим, 

раздача и другие, протекают в условиях плоского напряженного состояния листовой 

заготовки. Теоретические исследования напряженного и деформированного состоя-

ния заготовки, силовых режимов этих процессов выполняются на основе уравнений 

плоского напряженного состояния. 

Для плоского напряженного состояния ( 0z ; 0 zxyz ) условие текуче-

сти (4.1) записывается в виде 

    122 222  xyyyxx NFHHHG .                 (4.6) 

Кроме указанных выше характеристик анизотропии F , G , H  и N , анизотро-

пию механических свойств листовых материалов оценивают коэффициентом анизо-

тропии R , который представляет собой отношение логарифмических деформаций 

по ширине и толщине образца, вырезанного под углом   к направлению прокатки 

при испытании его на растяжение:  

zbR  / ,                                                 (4.7) 

где b  - логарифмическая деформация по ширине; z  - логарифмическая деформа-

ция по толщине.  

Коэффициенты анизотропии R  связаны с параметрами анизотропии соотно-

шением  
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Выражение (4.8) позволяет определять коэффициент анизотропии в любом 

направлении листа относительно направления прокатки в зависимости от отноше-

ния параметров анизотропии FH / , FN /  и FG / . 

Величины сопротивления материала пластическому деформированию s  в 

различных направлениях   по отношению к направлению прокатки x  в плоскости 

листа могут быть рассчитаны по выражению: 
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где  90s  - сопротивление материала пластическому деформированию при растяже-

нии образца, вырезанного в направлении, перпендикулярном направлению прокат-

ки. 

Отношения параметров анизотропии обычно определяются на основе измере-

ний деформаций образцов, вырезанных в различных направлениях относительно 

направления прокатки, при их испытании на растяжение по зависимостям:  
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Определив коэффициенты анизотропии в направлениях 0 , 45  и 90  к направ-

лению прокатки и параметр анизотропии F  по выражению:  
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можно найти остальные параметры анизотропии. 

Часто анизотропию в плоскости листа оценивают средним значением R , вы-

численным по формулам:  
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 .                     (4.12) 

Преобразуя условие текучести (4.6) к главным осям напряжений, получим  

012 2
30310

2
10  CBA ,                              (4.13) 

где      HGFA 22
0 cossin    22 cossin42 HGFN ; 

    22
0 cossin42 HGFNHB ; 

 HGFC 22
0 sincos    22 cossin42 HGFN ; 

  - угол между главным направлением напряжения 1  и осью анизотропии x .  

Для трансверсально-изотропного тела в главных напряжениях условие текуче-

сти примет вид:  
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4.3. Плоское деформированное состояние анизотропного тела  

 

Теоретические исследования таких процессов обработки металлов давлением, 

как прокатка листов, осадка призматических заготовок с большим отношением дли-

ны к ширине, вытяжка с утонением, волочение и выдавливание полых осесиммет-

ричных деталей и труб с большим отношением диаметра к толщине, проводятся на 

основе уравнений плоского деформированного состояния.  

Пусть координатные оси x , y , z  совпадают с главными осями анизотропии.  

Выбираем такое состояние плоской деформации, чтобы главная ось анизотро-

пии y  была нормальна к плоскости течения. В этом случае деформация вдоль оси y  

отсутствует, т.е.  

0 yd .                                                  (4.15) 

С учетом зависимостей между напряжениями и приращениями деформаций 

(4.2), отнесенных к главным осям анизотропии, и условия (4.15) найдем  

FH
FH zx

y 


 .                                        (4.16) 
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Подставляя значение y  из (4.16) в условие текучести для анизотропного тела 

(4.1) и принимая во внимание, что для рассматриваемого случая 0 yzxy , полу-

чим  

  12 22 



xzzx M

FH
FHGHFG .                       (4.17) 

 

Введя обозначения c  и sxz   

 
 HFGHFG

HFMc





2
1 ;                                   (4.18) 

Msxz 2
12  ,                                                 (4.19) 

условие текучести (4.17) приводится к виду  

     cc sxzxzzx  1414 222 ,                       (4.20)  

где sxz  - сопротивление материала пластическому деформированию при сдвиге по 

отношению к осям x  и z ; c  - характеристика анизотропии тела в условиях плоской 

деформации; 1 c . 

Для материала изотропного и трансверсально-изотропного 0c .  

Условие текучести (4.20) для плоского деформированного состояния в глав-

ных осях напряжений имеет вид:  






2sin1
12 231
c

c
sxz ,                                   (4.21) 

где   - угол между первым главным направлением напряжения 1  и осью анизо-

тропии x .  

Обозначив 

 





2sin1
1

2c
c

II , 

условие текучести (4.21) перепишется следующим образом:  

  IIsxz231 .                                             (4.22) 
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Характеристиками анизотропии при плоском деформированном состоянии яв-

ляются сопротивление материала пластическому деформированию sxz  при сдвиге 

и величина “c”.  

Для изотропного неупрочняющегося тела 0c , ksxz   

k231  ,                                                       (4.23) 

где k  - пластическая постоянная материала. 

 

4.4. Математические модели упрочнения кристаллического  

анизотропного материала 

 

Среди математических моделей, описывающих упрочнения материала, 

следует выделить модели изотропного, трансляционного и комбинированного 

упрочнения материала при пластическом формоизменении. 

Изотропное упрочнение - простейшая модель упрочняющегося тела. Она реа-

лизуется в предположении, что поверхность нагружения расширяется подобно на-

чальной поверхности текучести. В этом случае пределы текучести растут пропор-

ционально одному параметру упрочнения, и состояние анизотропии механических 

свойств исходной заготовки не изменяется.  

Рассмотрим некоторые возможные математические модели анизотропного уп-

рочнения.  

Допустим, что поверхность нагружения не перемещается в пространстве на-

пряжений, а анизотропно расширяется во всех направлениях. 

Примем, что сопротивления материала пластическому деформированию в на-

правлениях главных осей анизотропии zyx ,,  и при сдвиге в главных осях анизо-

тропии подчиняются зависимостям  

   iiiiiiiiTs FF
iiii

 ,1 ;     iijTs F
ijij

 ,              (4.24) 

где 
ijT

  и ijT  - пределы текучести в соответствующих направлениях;  iiiF   и 

 iijF   - функции, зависящие от величины интенсивности деформации i , опреде-
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ляемой с помощью выражения (4.5);  iiiiiF  ,1  - функции, зависящие от величины 

интенсивности деформации i  и компонент тензора деформаций ii  в главных осях 

анизотропии x , y  и z ; i  и j  - принимают значения x , y  и z . 

В дальнейшем принимаем, что в случае совпадения индексов i  и j , остается 

только один из них. 

Следует отметить, что модель анизотропного упрочнения (4.24) при 

  1,1  iiiijF  переходит в модель анизотропного упрочнения от интенсивности де-

формации i  

 iiiTs F
iiii

 ;    iijTs Fijij  ,                          (4.25) 

а в случае равенства               yx TiyTix FF 11   
zTizF1  

xyTixyF  /)(     )( iTiyzTizx FFF yzzx   - в модель изотропного упрочне-

ния вида 

  iTs F
iiii

 1 ;      iTs Fijij  1 . 

Функции  iiiF  ,  iijF   и  iiiF 1  могут быть определены из анализа систе-

мы опытов на растяжение, сжатие и чистый сдвиг образцов в главных осях анизо-

тропии в исходном состоянии и образцов предварительно деформированных. 

Структуры функций  iiiF  ,  iijF   и  iijiiF  ,1  в дальнейшем представим в 

виде соответственно 

    iin
iiiiii AF  ;     ijn

iijiij AF  ;                            (4.26) 

 
iim

i

ii
iiiiiF


























2

1,1 ,                                      (4.27) 

где iiA , ijA , iin , ijn  и iim  - константы материала. 

Учитывая соотношения (4.26) и (4.27), выражения для определения сопротив-

ления материала пластическому деформированию (4.24) можно записать следую-

щим образом 
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iin
iiiTs A


























2

1 ;      ij
ijij

n
iijTs A  .        (4.28) 

В ряде случаев при отсутствии той или иной информации по анизотропии ме-

ханических свойств исходного материала целесообразно принять равенство 

       zyx TizTiyTix FFF  

      yzzxxy TiyzTizxTixy FFF  , 

т.е.                                       nnnnnnn zxyzxyzyx   

и           AAAAAAA zxyzxyzyx TzxTyzTxyTzTyTx  , 

и представить выражения (4.28) в виде 

 









































ii

iiii

m

i

iin
iTs A

2
11 ;      n

iTs Aijij  1 .          (4.28!) 

Такое допущение позволяет значительно упростить систему экспери-

ментальных исследований по определению параметров кривых анизотропного уп-

рочнения ортотропного материала. 

Замечания: Выбор предложенных выше моделей упрочнения для исследуемо-
го листового материала осуществляется следующим образом. Рассматривается про-
стейшая модель упрочнения анизотропного материала - изотропного упрочнения. 

Если величины коэффициентов анизотропии R  в опытах на простейшее растяже-

ние изменяются менее чем на 5% в пределах равномерной деформации, то эта мо-
дель закладывается в основу расчета процессов пластического формоизменения. Ес-
ли это условие не выполняется, то анализируется однопараметрическая модель ани-
зотропного упрочнения, предусматривающая использование кривых упрочнения в 

направлениях главных осей анизотропии yx,  и z . Если же рассчитанные величины 

коэффициентов анизотропии R  с учетом выражений (4.3) и (4.8) отличаются от 

экспериментальных более чем на 5% в пределах равномерной деформации, то необ-
ходимо переходить на более сложную модель - анизотропного упрочнения (4.28) 
(многопараметрическую). 
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4.5. Феноменологические модели разрушения кристаллических анизотропных  

материалов по накоплению повреждаемости материала 

 

Предельные возможности формоизменения при пластическом деформирова-

нии часто оцениваются на базе феноменологических моделей разрушения. В основу 

этих моделей положен принцип накопления повреждаемости материала при дефор-

мировании. Наибольшее распространение получили деформационные и энергетиче-

ские критерии разрушения, а в качестве характеристики повреждаемости материала 

обычно принимается степень использования ресурса пластичности, представляющая 

собой отношение накопленной интенсивности деформации или удельной (пластиче-

ской) работы деформации к их предельным величинам при заданных характеристи-

ках напряженного и деформированного состояния элементарного объема в очаге 

пластической деформации.  

Предельные величины интенсивности деформаций и удельной работы разру-

шения определяются из диаграммы пластичности, полученной экспериментальным 

путем на основе испытаний материала в различных условиях деформирования. При 

теоретическом анализе процессов ОМД оценивается напряженное и деформирован-

ное состояния выделенного элемента очага деформации в процессе его формообра-

зования, определяется повреждаемость материала заготовки на каждом этапе де-

формирования. В дальнейшем находится накопленная повреждаемость в процессе 

деформирования путем линейного или нелинейного принципа накопления повреж-

дений. Предельные возможности деформирования определяются при достижении 

величины накопленной повреждаемости в процессе формоизменения, равной 1 или 

меньшего значения в зависимости от условий эксплуатации получаемого изделия.  

В настоящее время феноменологические модели разрушения изотропного ма-

териала при пластическом деформировании развиты в работах В.Л. Колмогорова, 

А.А. Богатова, Л.Г. Степанского, Г.Д. Деля, В.А. Огородникова, Б.А. Мигачева и др.  

В этих исследованиях показано, что при пластическом формоизменении вели-

чина интенсивности деформации в момент разрушения inp  и удельная пластиче-
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ская работа разрушения npA  существенно зависят от показателя напряженного со-

стояния i /  и параметра вида напряженного состояния Лоде-Надаи  . 

Здесь   3321   - среднее напряжение; 1 , 2  и 3  - главные на-

пряжения; i  - интенсивность напряжения;    133122   - параметр 

вида напряженного состояния Лоде-Надаи.  

Ниже предложен деформационный критерий разрушения анизотропного ма-

териала при пластическом формоизменении. 

 

4.5.1. Основные предположения и формулировка критериев разрушения 

 

Феноменологический критерий разрушения заготовки из анизотропного мате-

риала разработан на основании экспериментальных исследований. Принимается, что 

при пластическом формоизменении интенсивность деформации в момент разруше-

ния inp  существенно зависит от показателя напряженного состояния i /  и пара-

метра вида напряженного состояния Лоде  , а также учитывается ориентация пер-

вой главной оси напряжений 1  относительно главных осей анизотропии zyx ,, , 

определяемых углами  ,   и  .  

По аналогии с работами В.Л. Колмогорова, А.А. Богатова, Ю.Н. Работнова, 

С.Т. Милейко, С.А. Шестерикова, Б.А. Мигачева предлагается критерий деформи-

руемости записать в виде: 

 








i

k
einp

i
e

d

0
1

1
.                                          (4.29) 

Здесь e  - повреждаемость материала при пластическом формоизменении по 

деформационной модели разрушения; k  - константа материала; 

   ,,,,/ iinpinp . 
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Интегрирование в выражении (4.29) ведется вдоль траектории рас-

сматриваемых элементарных объемов. Отметим, что до деформации (при t t 0 ) 

0e , а в момент разрушения (при t t p ) 1e . 

В этом соотношении учитывается ускорение процесса повреждаемости под 

влиянием уже накопленных в материале повреждений. 

При 0k  получим деформационный критерий разрушения, предложенный 

В.А. Колмогоровым [93-95]: 









i

inp

i
e

d

0
1.                                                   (4.30) 

Если, кроме того, при нагружении показатель напряженного состояния i /  и 

параметр Лоде   не изменяется, то имеем 

inpi  .                                                     (4.31) 

Оценка степени повреждаемости материала в деформационном критерии раз-

рушения требует наличие информации о механических свойствах материала, на-

пряженном и деформированном состояниях элементарного объема в очаге деформа-

ции, а также значения функциональной зависимости 

),,,,/(  iinpinp . 

Представим зависимости интенсивности деформации в момент разрушения 

inp  анизотропного тела в виде произведения двух функций: 

     ,,,/ 21 ff iinp ,                                     (4.32) 

где ),/(1  if  - функция, зависящая от показателя напряженного состояния i /  

и параметра Лоде  ;   ,,2f  - функция, зависящая от направляющих косинусов, 

определяющих ориентацию первой главной оси напряжений 1  относительно глав-

ных осей анизотропии yx, и z . 

В соответствии с рекомендациями, предложенными в работах В.Л. Колмого-

рова и А.А. Богатова [24, 93-95], в дальнейшем структуру функции   ,/1 if  

выбираем в виде  
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  ,/1 if      






 




 
i

BBBAAA 212212 exp            (4.33) 

или  

  ,/1 if   






 



 

i
CCCC 4321 .                   (4.34) 

Если при пластической деформации вид напряженного состояния не оказыва-

ет влияния на предельное значение степени деформации inp , то функцию 

 if  /1  удобно представить в виде  












i
i BAf exp)/(1 .                                          (4.35) 

В выражениях (4.33) - (4.35) BACCCCBBAA ,,,,,,,,, 43212121  - константы ма-

териала.  

Учет анизотропии механических свойств материала заготовки при пластиче-

ской деформации будем осуществлять с помощью функции   ,,2f , которую вы-

бираем в следующей форме соответственно:  

   coscoscos,, 32102 aaaaf ,                    (4.36) 

где 0a , 21, aa  и 3a  - константы материала, зависящие от анизотропии механических 

свойств материала заготовки. 

Таким образом, для определения предельной величины степени деформации 

имеем следующие выражения, которые учитывают природу материала, влияние по-

казателя напряженного состояния i / , анизотропию механических свойств исход-

ной заготовки и параметра вида напряженного состояния  : 

      











  
i

inp BBBAAA 212212 exp  

)coscoscos( 3210  aaaa ;                           (4.37) 

  










  
i

inp CCCC 4321 )coscoscos( 3210  aaaa ; (4.38) 
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i

inp BAexp )coscoscos( 3210  aaaa .          (4.39) 

Константы материала 1A , 2A , 1B , 2B , 1C , 2C , 3C , 4C , A , B , 0a , 1a , 2a  и 3a  

находятся из системы опытов, реализуемых при различных значениях i / ,   и 

углах вырезки образцов по отношению к направлению прокатки yx ,  и z . 

Как отмечалось выше, построение диаграмм пластичности для исследуемых 

материалов связано со значительными затратами материальных ресурсов, времени 

экспериментатора и наличием уникальных экспериментальных установок. Постав-

ленная задача существенно упрощается, если использовать имеющиеся эксперимен-

тальные данные для различных материалов. 

Накопленный богатый экспериментальный опыт по исследованию деформи-

руемости изотропных материалов при пластической деформации позволяет выбрать 

вид функции   ,/1 if , заложенный в законах деформируемости анизотропного 

тела при пластическом формоизменении, которая учитывала бы природу материала.  

В дальнейшем предлагается функцию   ,/1 if  выбирать в соответствии 

с родом материала (алюминиевые сплавы, медные сплавы, титановые сплавы, стали, 

высоколегированные стали и т.д.), а уточнение функциональной зависимости inp  

осуществлять с помощью функции   ,,2f , которая может быть определена пу-

тем обработки экспериментальных данных по одноосному растяжению образцов, 

вырезанных под углами 0 , 45  и 90  к направлению прокатки.  

В этом случае, зависимость интенсивности деформации в момент разрушения 

inp  анизотропного тела может быть представлена в виде произведения двух функ-

ций: интенсивности деформации в момент разрушения изотропного тела 

  ,/1 iinp f
из

 и функции от направляющих косинусов, определяющих ориен-

тацию первой главной оси напряжений 1  относительно главных осей анизотропии 

yx,  и z    ,,2f . 

Окончательно будем иметь 
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     ,,,/ 2fiinpinp из
.                           (4.40) 

Величина интенсивности деформации в момент разрушения 
изinp  изотропно-

го тела может быть определена по формулам аналогичным (4.33)-(4.35), в которых 

коэффициенты A , B , 1A , 2A , 1B , 2B , 1C , 2C , 3C , 4C  находятся для каждого рода 

материала на базе имеющейся информации. 

Функцию   ,,2f  задаем в виде (4.36), где 0a , 1a , 2a , 3a  - коэффициенты, 

которые определяются из опытов на растяжение образцов, вырезанных под углами 

0 , 45  и 90  по отношению к направлению прокатки, в условиях плоского напря-

женного и плоского деформированного состояний. 

В частности, если величина интенсивности деформации в момент разрушения 

не зависит от параметра вида напряженного состояния   для изотропного тела, то 

выражения для её определения запишется 

 










 coscoscosexp 3210 aaaaBA
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inp .           (4.41) 

Можно значительно упростить оценку деформируемости анизотропного мате-

риала без разрушения в приближенной постановке, если в неравенстве (4.29) ис-

пользовать минимальные значения величин 
mininp  от углов  ,   и  , т.е. исполь-

зовать неравенства: 
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где 
mininp  - величина минимальной интенсивности деформации в момент разруше-

ния. 

Критерий деформируемости (4.42) удобно использовать для теоретического 

анализа процессов обработки металлов давлением, так как отпадает необходимость 

определения ориентации первого главного напряжения 1  по отношению к главным 

осям анизотропии yx,  и z . 
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В частности, при рассмотрении изотропного тела в выражениях (4.37) - (4.39) 

надо положить 10 a  и 0321  aaa ; для трансверсально-изотропного тела - 

10 a  и 0321  aaa .  

Заметим, что приближенная оценка деформируемости анизотропного мате-

риала по формуле (4.42) в наиболее простом случае плоского напряженного состоя-

ния требует исследования зависимостей  inp  на экстремум с учетом их значений 

на границе 0  и 90  для определения их минимальных значений. Если угол меж-

ду первой главной осью напряжений 2 , то необходимо обеспечить симметрию 

этой функции относительно главных осей анизотропии yx,  и z . 

Поскольку в научно-технической литературе приводится сравнительно мало 

экспериментальных данных о влиянии параметра вида напряженного состояния   

на предельную величину интенсивности деформации, а также их противоречивый 

характер, в дальнейших исследованиях для определения этой величины будем ис-

пользовать функцию вида (4.41). 

 

4.5.2. Учет повреждаемости при исследовании пластического формоизменения 

 

Анализ напряженного и деформированного состояния при пластическом фор-

моизменении изотропных и анизотропных кристаллических материалов обычно 

осуществляется без учета накопления повреждаемости. Вопрос о разрушении заго-

товки в этих случаях, как указывалось выше, рассматривается путем линейного или 

нелинейного накопления повреждаемости при пластическом формоизменении.  

Однако, как показали экспериментальные исследования, повреждаемость име-

ет место даже при малых деформациях, и, безусловно, она оказывает влияние на на-

пряженное и деформированное состояния заготовки.  

В связи с этим целесообразно в определяющие соотношения изменения со-

противления материала пластическому деформированию (4.28) ввести повреждае-

мость и принять соответственно  
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     keiiiiiiiiTs FFijij  1,1 ; 

   keiijTs Fijij  1 ,                                (4.43) 

где e  - повреждаемость материала при пластическом формоизменении по дефор-

мационной модели разрушения; k  - константа материала. 

В этом случае выражения для определения сопротивления материала пласти-

ческому деформированию с учетом соотношений (4.43) можно записать следующим 

образом 
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Введение повреждаемости в соотношения для определения сопротивления ма-

териала пластическому деформированию значительно усложняет постановку задачи 

по анализу напряженного и деформированного состояний и требует одновременного 

расчета как компонент напряжений, деформаций, величины интенсивности дефор-

маций, так и повреждаемости при пластическом формоизменении, однако позволят 

получить более реальную картину деформирования. 

 

4.6. Критерии локальной потери устойчивости кристаллических  

ортотропных анизотропно упрочняющихся материалов 

 

Методы оценки деформируемости заготовки, т.е. способности к той или иной 

технологической операции без разрушения, приобретают важное значение в связи с 

повышением требований к качеству продукции, рациональному использованию ма-

териала заготовки, назначению степеней деформации на каждой операции с целью 

повышения надежности и уменьшения их количества. Расчетная оценка деформи-

руемости на стадии проектирования технологических процессов способствует его 
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интенсификации и позволяет предотвратить брак от разрушения материала в про-

цессе обработки давлением, порчи внешнего вида изделия, отклонений от техниче-

ских требований. Пластическое деформирование материалов осуществляется раз-

личными методами в условиях сложного напряженного и деформированного со-

стояний с различным характером нагружения. Условия деформирования и свойства 

материала накладывают свои особенности на характер разрушения и предельные 

возможности деформирования.  

Многие операции листовой штамповки (вытяжка без утонения стенки, обжим, 

раздача, отбортовка, формовка) осуществляются в условиях, близких к плоскому 

напряженному состоянию. Для них в случае высоких пластических свойств мате-

риала заготовок разрушение или порча внешнего вида изделия связано с локальной 

потерей устойчивости заготовки - местным утонением заготовки (шейкообразова-

ние, первичные и вторичные полосы скольжения) или образованием складок [48, 56, 

119, 120, 187, 188]. 

Устойчивость формообразования листового металла - одно из основных усло-

вий получения штампованных изделий хорошего качества. При выполнении ряда 

технологических операций обработки металлов давлением, особенно в случае пла-

стического формообразования тонкостенных оболочек и листовых заготовок, при 

достижении некоторой критической деформации процесс пластического деформи-

рования становится неустойчивым. Превышение этой деформации приводит к поте-

ре устойчивости пластического формоизменения, ухудшению качества и разруше-

нию материала заготовки [48]. 

Ниже предлагаются критерии локальной потери устойчивости (шейкообразо-

вания) ортотропного анизотропно-упрочняющегося листового материала при плос-

ком напряженном, плоском напряженном и деформированном состояниях заготов-

ки, полученные из условия положительности добавочных нагрузок. 
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4.6.1. Критерий локальной потери устойчивости кристаллических 

ортотропных анизотропно упрочняющихся материалов для плоского 

напряженного состояния заготовки 

 

Прямоугольный лист из ортотропного материала толщиной h  растягивается 

напряжениями x  и y . Оси yx,  и z  совпадают с главными осями анизотропии. 

Материал принимается несжимаемым жесткопластическим, ортотропным, для 

которого справедливы условие текучести Мизеса-Хилла (4.1) и ассоциированный 

закон пластического течения (4.2), а сопротивления материала пластическому де-

формированию в направлениях главных осей анизотропии zyx ,,  и при сдвиге в 

главных осях анизотропии подчиняются зависимостям (4.44). 

Площади поперечного сечений листа перпендикулярных осям y  и x  опреде-

ляются соответственно 

yx Fhl  ;   xy Fhl  .                                             (4.45) 

Нагрузки на лист xP  и yP  равны 

xxx FP  ;    yyy FP  .                                        (4.46) 

Из условия положительных добавочных нагрузок  
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получаем условие устойчивости деформирования 

x
x
x dd
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                                    (4.48) 

Введем величину                         
x

ym



 .                                                         (4.49) 

В случае плоского напряженного состояния ( 0z ) величина интенсивности 

напряжений e  определяется по выражению 
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Обозначив 
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выражение для определения величины интенсивности напряжений (4.51) преобразу-

ется к виду 

22 mamaa yxyxxi  .                                  (4.52) 

Установим связь между xd  и id , yd  и id , используя ассоциированный за-

кон пластического течения (4.2) и выражения (4.49), (4.52): 
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.      (4.53) 

Подставляя соотношения (4.52) и (4.53) в неравенства (4.48), получим 
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При простом нагружении 0
id

dm  эти неравенства упрощаются и принимают 

следующий вид: 

22

2

22

2

2
11

mamaa

maa

mamaa

m
d
da

m
d

da
d
da

d
d

z
yxyx

xyx

yxyx

i

y

i

xy

i

x

ii

i




















 ;       (4.56) 

22

2

22

2

2
11

mamaa

ama

amaam
d
da

d
da

m
d
da

m

d
d

z
yxyx

xyy

xxyy

i

x

i

xy

i

y

ii

i




















 .       (4.57) 

Если материал, кроме того, изотропно упрочняется, то параметры xa , ya , xya  

будут постоянными величинами в процессе пластического деформирования и, сле-

довательно, имеем 
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                                (4.59) 

Критической является наименьшая из деформаций  id , удовлетворяющих 

условиям (4.54) и (4.55), (4.56) и (4.57), (4.58) и (4.59), взятым со знаком равенства. 
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4.6.2. Критерий локальной потери устойчивости кристаллических  

ортотропных анизотропно упрочняющихся материалов для плоского  

напряженного и плоского деформированного состояний заготовки 

 

Рассмотрим процесс двухосного растяжения прямоугольного листа из орто-

тропного материала толщиной h  в условиях плоского напряженного ( 0z ) и 

плоского деформированного ( 0yd ) состояний напряжениями x  и y . Здесь оси 

yx,  и z совпадают с главными осями анизотропии. 

Материал принимается несжимаемым жесткопластическим, ортотропным, для 

которого справедливы условие текучести Мизеса-Хилла (4.1) и ассоциированный 

закон пластического течения (4.2). Допускается, что сопротивления материала пла-

стическому деформированию в направлениях главных осей анизотропии zyx ,,  и 

при сдвиге в главных осях анизотропии подчиняются зависимостям (4.44). 

Условие положительности добавочных нагрузок в направлении действия мак-

симального усилия в случае реализации плоского напряженного состояния будет 

иметь вид 

,0 xxxxx dFdFdP                                    (4.60) 

где hlF yx   и yl  - площадь поперечного сечения и ширина листа в направлении, 

перпендикулярном главной оси анизотропии x ;  

.dhlhdldF yyx                                              (4.61) 

После подстановки выражения (4.61) в формулу (4.60) получим 

.0 xyyxyx hdldhlhdl                              (4.62) 

Разделив каждое слагаемое выражения (4.62) на hlyx , имеем 
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т.е.                                                          .0
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Используя условие несжимаемости материала 0 zyx ddd  и учитывая, 

что деформация в направлении оси y  равна нулю ( 0yd ), условие положительно-

сти добавочных нагрузок может быть записано в виде 

.x
x
x dd



                                                (4.65) 

В случае плоского напряженного состояния ( 0z ) величина интенсивности 

напряжения i  определяется по выражению (4.52). 

Величина напряжения y  может быть найдена из ассоциированного закона 

пластического течения, принимая во внимание, что 0yd , следующим образом: 
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В рассматриваемом случае имеем 
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После подстановки выражения (4.67) в формулу (4.52) получим 
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Приращение деформации xd  и приращение интенсивности деформации id  

связаны между собой соотношениями (4.53). 

Если запретить деформацию в направлении оси y , то нужно в выражении 

(4.53) положить 
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y
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1
. Приведенное выше соотношение с учетом выражения 

(4.67) может быть записано в виде: 
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Критерий локализации деформации (4.65) с учётом формул (4.68) и (4.69) 

преобразуется к виду 
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Аналогичным образом может быть получен критерий локальной потери ус-

тойчивости при плоском напряженном (в плоскости xy ) и деформированном (в 

плоскости zy ; 0xd ) состояниях.  

Приведенный выше критерий шейкообразования может быть использован для 

предсказания предельных возможностей деформирования в условиях плоского на-

пряженного и плоского деформированного состояний ортотропного анизотропно - 

упрочняющегося кристаллического материала. 
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5. Устойчивость трубной заготовки из кристаллического анизотропного 

материала в пластической области в виде образования складок 

 

Технологические возможности многих процессов листовой штамповки лими-

тируются потерей устойчивости заготовки второго типа при ее формоизменении, 

т.е. явлением волнистости, складок, гофров на участках заготовки, деформируемых 

при сжимающих или сжимающих и растягивающих напряжениях. Теория устойчи-

вости заготовок при их пластическом изменении является наименее разработанным 

разделом теории обработки металлов давлением. Изучение устойчивости заготовок 

при обработке металлов давлением усложняется тем, что заранее неизвестны формы 

и размеры заготовки в момент начала потери устойчивости, так как это явление воз-

никает в процессе деформирования. Кроме того, напряженное состояние заготовки и 

интенсивность упрочнения изменяются в процессе формоизменения. Часто при ана-

лизе устойчивости заготовок при пластическом формоизменении используют стати-

ческий критерий устойчивости, при использовании которого аналитические реше-

ния получаются более простыми. Сущность статического критерия устойчивости 

состоит в том, что рассматриваются состояния равновесия, бесконечно близкие к 

основному состоянию равновесия, т.е. при некотором значении нагрузки наряду с 

основной формой возможна другая форма равновесия, а именно, при несколько ис-

кривленной заготовке. 

 

5.1. Основные соотношения и предположения 

 

Рассмотрим осадку трубной заготовки с начальными и текущими размерами: 

средний радиус заготовки ñðR , высота hh ,0 , толщина ss ,0  (рисунок 5.1).  
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а                                      б 

Рисунок 5.1. Цилиндрическая оболочка: 

а – до деформирования; б – после потери устойчивости 

 

Формоизменение трубной заготовки при потере устойчивости отличается от 

формоизменения пластин и стержней, так как с началом потери устойчивости в за-

готовке появляется дополнительное тангенциальное напряжение, возникающее 

вследствие увеличения диаметра срединной поверхности оболочки при ее выпучи-

вании. 

Принимается, что в начальной стадии потери устойчивости при осадке сво-

бодно опертой заготовки концы заготовки защемлены, что соответствует экспери-

ментальным исследованиям [36, 168]. 

Материал заготовки цилиндрически ортотропный, подчиняется условию теку-

чести Мизеса - Хилла (4.1) и ассоциированному закону течения (4.2) 
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где интенсивность напряжений i  определяется по выражению 
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а приращение интенсивности деформаций i  как 
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H yx .                                       (5.3) 

Проведем анализ потери устойчивости заготовки на основании статического 

критерия устойчивости. Учитывая указанные выше особенности формоизменения 

цилиндрической заготовки при осевой осадке, запишем общее дифференциальное 

уравнение устойчивости в виде [16] 

01)(
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x ;                                 (5.4) 






2

2

s

s
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s
ydzT ,                                 (5.5) 

где ñðR  - радиус срединной поверхности исходной заготовки, T  - изменение до-

полнительно возникшего при потере устойчивости окружной силы вследствие вы-

пучивания срединной поверхности заготовки,   - прогиб срединной поверхности 

заготовки. 

Напряженное и деформированное состояния цилиндрической заготовки до 

момента потери устойчивости принимаются приближенно плоскими в виду отсутст-

вия напряжений по толщине и деформаций срединной поверхности в окружном на-

правлении )0( y . Рассматривается степень пластической деформации 3,0x . 
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5.2 Условие устойчивости цилиндрической заготовки 

 

Преобразуем выражение для определения интенсивности напряжений и при-

ращения интенсивности деформации так: 
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где yx R
G
FR  , 

F
HRy   - коэффициенты анизотропии заготовки в направлениях оси 

и в тангенциальном направлении. 

Поскольку 0y ,  0y ,  0z , то 

0)()(  xyy HF ; xy HHF  )( ; 
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H x
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.    (5.8) 

Принимая во внимание выражения (5.8) для определения i , окончательно 

получим 

xii RB  )( ,                                                     (5.9) 

где                                                      xii RB  )( ;                                                (5.10) 
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Принимая во внимание xz  , определим i : 

xii RC  )( ;                                                (5.11) 
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Запишем зависимость интенсивности напряжений i  от интенсивности де-

формаций в виде 

n
iii A 0 .                                                 (5.12) 

Касательный модуль упрочнения kE  найдем по формуле 

111 )(  



 n
xi
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i

i
i

k RAnCAn
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dE ,                            (5.13) 
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 .                                        (5.14) 

Для определения приращения напряжения сжатия воспользуемся зависимо-

стью между приращениями деформации и напряжениями (5.1): 
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Принимая во внимание, что  
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Отсюда следует  
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xkix ERB  )(1 ,                                            (5.17) 
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С момента появления складки начинает происходить осадка заготовки в ос-

новном за счет выпучивания стенки. Радиальные напряжения и деформации малы и 

ими можно пренебречь. Тогда yx  . Отсюда следует, что  

xyx

yyx
xy RRR

RRR
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Принимая во внимание выражение (5.18), будем иметь 

yky EB  2 ,                                                     (5.19) 

где                         
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 . 

По гипотезе плоских сечений при изгибе принимаем линейную зависимость 
приращения деформаций по толщине оболочки, т.е. 

2

2
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dx
dzx


 ;   
ñðRy


 ,                                     (5.20) 

где 0  - бесконечно малое приращение деформации срединной поверхности заго-

товки. 
Решая совместно уравнения (5.4), (5.5), (5.17) – (5.20) после интегрирования, 

получаем 
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dsERB kixki .                      (5.21) 

В рассматриваемом случае, когда трубчатая заготовка выпучивается наружу и 
концы ее заделаны, наиболее близкую кривую прогиба можно выразить функцией 

22cos10 



 


h
x .                                          (5.22) 

Принятая функция удовлетворяет граничным условиям 0  и 0/  dxd  при 

0x , hx   и условию изгиба 0 ; 0/  dxd  при 2/hx  . После подстановки 

принятого выражения функции   и ее дифференциалов в уравнение (5.21) и мате-
матических преобразований получаем 
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В уравнении (5.23) величина 
h

x2cos  изменяется от -1 до +1. Теоретические 

кривые эквидистантны экспериментальным кривым при )/2cos( hx =1/2 [16]. Учи-

тывая это, подставим 2/1  в уравнение (5.23) вместо )/2cos( hx , тогда получим 
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Заметим, что если в выражении (5.24) принять ñðR , получим выражение 

для определения критических сжимаемых напряжений пластины из ортотропного 
материала.  

Подставляя в уравнение (5.24) значения x  и kE  из уравнений (5.14) и (5.13) и 

выражая текущие размеры заготовки через начальные (принимая 
h
h

x
0ln  и, сле-

довательно, xehh  0 , xess  0 ), получаем 
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В частном случае изотропного материала 1 yx RR , учитывая 2/3B ; 

3/2C ; n
ii A ; 3/41 B ; 1
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 .                            (5.26) 

Эта формула совпадает с формулой для определения 00 / sh  при изотропном 

материале.  
 

5.3 Обсуждение результатов расчетов 

 

На рисунке 5.2 приведены графические зависимости изменения величины 

00 / sh  от степени деформации x  (при 0rRñð  =50 мм; 0s =4 мм) при осадке труб-

ных заготовок из алюминиевого сплава АМг6 и стали 08кп. 
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Рисунок 5.2. Зависимости изменения 00 / sh  от x :  

кривая 1 – сталь 08 кп; кривая 2 – алюминиевый сплав АМг6 

 

Расчеты выполнены для трубной заготовки из стали 08кп и алюминиевого 

сплава АМг6 со следующими механическими характеристиками и геометрическими 

размерами трубной заготовки: сталь 08кп - 15,3770 i  МПа; 9,488A  МПа; 

48,0n ; 817,0 RRx , 783,0 RRy ; алюминиевый сплав АМг6 - 19,1940 i  

МПа; 11,275A  МПа; 256,0n ;  67,0 RRx ; 54,0 RRy . 

Анализ результатов расчетов показывает, что с увеличением степени дефор-

мации устойчивость заготовки и, следовательно, величина 00 / sh  уменьшаются и, 

достигнув минимума, начинает возрастать в связи с увеличением толщины стенки 

заготовки, упрочнением материала и уменьшением высоты заготовки. Полученные 

зависимости справедливы до 6/ ñð0 Rh . При больших значениях отношения у заго-

товки начинают возникать две выпучины на расстоянии от торцов до середины вы-

пучины 4/hl  . 

Графические зависимости изменения величины 00 / sh  от степени деформации 

x  и параметра деформационного упрочнения n  представлены на рисунке 5.3. Рас-

четы выполнены для материала со следующими механическими характеристиками: 

15,3770 i  МПа; 9,488A  МПа; 48,0n ; 1R  ( 0rRñð  =50 мм; 0s =4 мм). 
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Рисунок 5.3. Зависимость 00 / sh  от x  

 

Установлено, что чем выше показатель деформационного упрочнения n , тем 

больше значение 00 / sh  и выше устойчивость заготовки. 

Приведенные соотношения позволили установить влияние цилиндрической 

анизотропии механических свойств исходной трубной заготовки на устойчивость в 

виде образования складок. 

На рис. 5.4 приведены графические зависимости изменения величины 00 / sh  

от степени деформации x : для первого материала ;15,3770 ÌÏài   ;9,488 ÌÏàÀ   

48,0n ; для второго материала ;19,1940 ÌÏài   ;11,275 ÌÏàÀ   256,0n . При 

следующих размерах трубных заготовок: ììsììRñð 4,50 0  .  
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а 

 
б 

Рисунок 5.4. Зависимость величины 00 / sh  от x  и R : 
а – материал 1; б – материал 2 

 

Анализ графических зависимостей показывает, что для материалов, обладаю-
щих цилиндрической анизотропией механических свойств, увеличение коэффици-
ента анизотропии xR  и одновременное уменьшение коэффициента yR  приводит к 

снижению значения 00 / sh  по сравнению с материалом, имеющим меньшее значе-

ние коэффициента анизотропии xR  и большее значение коэффициента анизотропии 

yR . Аналогично для материала, имеющего большее значение коэффициента анизо-

тропии xR  и одновременно меньшее значение коэффициента анизотропии yR , ха-

рактерно более плавное снижение значения 00 / sh  с увеличением степени деформа-

ции x . 
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Установлено влияние нормальной анизотропии механических свойств исход-
ной трубной заготовки на устойчивость в виде образования складок. 

На рисунках 5.5 и 5.6 приведены графические зависимости изменения величи-

ны 00 / sh  от степени деформации x : для первого материала ;15,3770 ÌÏài   

;9,488 ÌÏàÀ   48,0n ; для второго материала ;19,1940 ÌÏài   ;11,275 ÌÏàÀ   

256,0n . При следующих размерах трубных заготовок ììsììRñð 4,50 0  . 

 
Рисунок 5.5. Зависимость величины 00 / sh  от x  и R  для  материала 1 

 

 
Рисунок 5.6. Зависимость величины 00 / sh  от x  и R  для материала 2 

 

Анализ графических зависимостей (см. рисунки 5.5 и 5.6) показывает, что 

снижение коэффициента нормальной анизотропии R  приводит к более устойчивому 

протеканию процесса осадки трубной заготовки. 
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6. Условие пластической потери устойчивости в виде горообразования 

(волнистости) прямоугольной пластины из кристаллического анизотропного 

материала в условиях плоского напряженного состояния 

 

Возможности обработки давлением тонколистовых материалов при наличии 

сжимающих напряжений (на сжатых и сжаторастянутых участках листовой заготов-

ки) часто ограничиваются потерей устойчивости заготовки в виде гофров (волни-

стости). Листовые материалы, получаемые прокаткой, как правило, обладают на-

чальной анизотропией, т.е. направленностью механических свойств в пластическом 

состоянии – ортотропию, характеризуемую главными осями анизотропии, первая из 

которых совпадает с направлением прокатки, вторая направлена поперек прокатки, а 

третья перпендикулярна плоскости листа. 

Анизотропия может оказывать существенное влияние на формообразование 

листового материала. 

Вопросы исследования явления потери устойчивости в виде волнистости ани-

зотропных материалов мало изучены. Рассматриваем энергетический метод иссле-

дования потери устойчивости. Сущность этого метода состоит в следующем: опре-

деляется изменение полной потенциальной энергии плоской листовой заготовки, на-

груженной силами, лежащими в ее плоскости, после перехода из плоской формы 

равновесия в криволинейную, которая равна 

210 UUUÏ  ,                                              (6.1) 

где 0U  - изменение потенциальной энергии деформации срединной плоскости 

листовой заготовки при выпучивании; 1U  - потенциальная энергия деформации из-

гиба и кручения пластины; 2U  - изменение потенциала внешних сил, приложенных 

к пластине.  

Потенциальной энергией деформации пластины поперечными силами xzQ  и 

yzQ  пренебрегаем по ее малости. 

В развитии теории устойчивости пластин значительным этапом явились рабо-

ты С.П. Тимошенко. Применение энергетического критерия устойчивости позволи-
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ло успешно рассмотреть ряд задач, непосредственно относящихся к устойчивости 

стенок в металлических конструкциях. Некоторые задачи подобного рода возникли 

и решены, в частности из практики судостроения, И.Г. Бубновым и независимо от 

него Б.Б. Галеркиным. Теория устойчивости пластин при наличии пластических де-

формаций разработана А.А. Ильюшиным. Он показал, что методами теории упруго-

сти можно решать задачи потери устойчивости оболочек при напряжениях, превы-

шающих предел текучести с введением в уравнение теории упругости соответст-

вующие характеристики пластичности материала. 

Экстремум выражения (6.1) позволяет рассчитать нагрузку, при которой, на-

ряду с плоской формой равновесия пластины, возникает новая криволинейная фор-

ма равновесия, так как общим признаком равновесия материальной системы являет-

ся экстремальность полной потенциальной энергии П  системы. Полная потенци-

альная энергия равна  

ППП  0 , 

где 0П  - потенциальная энергия пластины до выпучивания (к выпучиванию не име-

ет отношение). 

 

6.1. Условие пластичности анизотропного материала 

 

При решении технологических задач по формообразованию листового анизо-

тропного материала обычно исходят из следующих предположений: листовой ме-

талл пластически ортотропен; приобретенная анизотропия в процессе пластического 

формообразования мала по сравнению с начальной анизотропией; материал заготов-

ки несжимаем; упрочнение материала изотропно; эффект Баушингера отсутствует. В 

главных осях анизотропии условие пластичности Р. Хилла и ассоциированный закон 

пластического течения имеют вид: 

 222 )()()( yxxzzy HGF  

1222 222  xyzxyz NML                                        (6.2) 

и 
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 )()( zxyxx GHdd  ;     yzyz Ldd  ; 

 )()( xyzyy HFdd  ;     zxzx Mdd  ;                  (6.3) 

 )()( yzxzz FGdd  ;     xyxy Ndd  . 

В соотношениях (6.2) и (6.3) zyx  ,,  и xyzxyz  ,,  - нормальное и касатель-

ное напряжения  в системе координат xyz ; zyx ddd  ,,  и xyzxyz ddd  ,,  - соответ-

ствующие приращения тензора деформаций удлинения и сдвига; NMLHGF ,,,,,  - 

параметры анизотропии; d  - коэффициент пропорциональности. 

Для плоского напряженного состояния, что характерно для операций листовой 

штамповки, ( 0,0,0  zxyzz ) условие пластичности (6.2) упрощается: 

12)(2)( 222  xyyyxx NFHHHG .                       (6.4) 

Соответственно упрощаются и зависимости (6.3): 

  yxx HGHdd  ; 

 yxy FHHdd  )( ;                                        (6.5) 

xyxy Ndd  . 

Обозначим               NHRFHRGHR xyyx  ;; .                                   ( 6.6) 

Величины xyyx RRR ,,  называются коэффициентами анизотропии по осям yx,  

и в плоскости xy . 

Из условия пластичности (6.2) получим соотношение 
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 ,                               (6.7) 

где szsysx  ,,  - пределы текучести при одноосном растяжении (сжатии) в направ-

лениях главных осей анизотропии zyx ,, ; s  - предел текучести при сдвиге в плос-

кости xy . Из соотношений (6.7) получим 
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22 .            (6.8) 

Запишем соотношения (6.5) в более компактном виде, следуя работам  

[1, 5], учтя, что в случае пренебрежения анизотропии эти соотношения должны пе-

реходить в соответствующие зависимости для изотропного тела, принимая коэффи-

циент пропорциональности в виде  
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где                          xRc 1111  ;    112 c ;    yRc 1122   

xyRc 233  ;      yx RR 1112
3


 .                                (6.10). 

Заметим, что приращение удельной работы пластической деформации анизо-

тропного материала на единицу объема равно 

iixyxyyyxx dddd  .                                    (6.11) 

Учтем зависимости (6.9) и получим выражения для интенсивности напряже-

ний анизотропного материала 
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Отсюда следует, что 
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2
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2
11 xyyyxxi cccc  .                      (6.12) 
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Решив зависимости (6.9) относительно напряжений, аналогично найдем вы-

ражение для интенсивности приращения деформаций. 

Запишем выражения (6.9) в виде 
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Разрешим первые два уравнения относительно yx  , : 
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Третье уравнение разрешается относительно xy  
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Составим выражение (6.11) 
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Из которого следует 
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где  
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2
122211 cccg  .                                                   (6.14) 

При простом нагружении параметры NHGF ,,,  являются постоянными или 

изменяются пропорционально в случае изотропного упрочнения и тогда отношение 

коэффициентов анизотропии xyyx RRR ,,  остаются постоянными величинами. 

В результате интегрирования зависимостей (6.9) получим соотношения между 

деформациями xyyx  ,,  и напряжениями для пластически ортотропного материала 

в главных осях анизотропии xyz : 
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Здесь i  - интенсивность деформаций анизотропного материала равна соглас-

но выражению (6.13) 
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а величины 33122211 ,,,,,, ccccgi   определяются по формулам (6.12), (6.10), (6.14). 

Решая зависимости (6.15) относительно напряжений, получим 
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В главных осях напряжений, положение которых определяется углом  , свя-

занным с ориентацией главной оси напряжения и с осью главной оси анизотропии x  

и равным 2;;0  , зависимости (6.15) с учетом формул (6.19) и условия несжи-

маемости ( 0 zvu ) принимают вид 
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 2212 ;                                         (6.18) 

    vu
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 22121211 , 

где  vu  ,  и z  - главные деформации удлинения (укорочения) по осям vu,  - в 

плоскости листа и по оси z  по толщине листа. 

Отметим, что при указанных выше углах направления действия главных на-

пряжений совпадает с направлением главных осей деформаций 

Угол   рассчитывается по формуле  
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Константы 33122211 ,,, ññññ   определяются по формулам преобразования 
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Решая зависимости (6.13) относительно напряжений получим 
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1                                         (6.20) 

где 

122211 cccg  .                                                 (6.21) 

В зависимостях (6.18) и (6.20) интенсивности напряжений и деформаций вы-

ражаются формулами 
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Из зависимостей (6.18) следует соотношение  
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Здесь  

uvm  .                                                   (6.24) 

Принимая во внимание соотношения (6.24) и (6.22) найдем 

ui k   .                                                 (6.25) 
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где 

2
221211 2   mccck .                                          (6.27) 

Из выражений (6.25), (6.26) и (6.23) следуют формулы для главных деформа-

ций 
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В случае, когда 0z , т.е. для трехосного напряженного состояния, будем 

иметь аналогичные соотношения 
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где 
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Полагая в формулах (6. 32  ), (6.25), (6.26) и (6.27) 1 yx RR  получим выра-

жения для интенсивности напряжений i  и деформаций i  

ui k   ;                                                    (6.31) 

ui k
m




 
2

2 ,                                                (6.32) 

где 

21   mmk ,                                                 (6.33) 

и соотношение  

122 







mm
vu ,                                                 (6.34) 

справедливые при изотропном материале. 

 

6.2. Схема выпучивания элемента листа 

 

Пусть прямоугольный элемент листа подвергается возрастающей внешней 

сжимаемой нагрузке, приложенной в его плоскости. До тех пор, пока параметр на-

грузки w  возрастая остается меньше некоторого критического значения kw , воз-

можна только одна форма движения (равновесия) элемента – равномерное сжатие с 

сохранением его исходной формы. При ww   происходит бифуркация, т.е. разветв-

ление форм движения, после чего становятся возможными две формы движения – 

или равномерное сжатие или изгибание (выпучивание). Возникновению выпучива-

ния способствуют малое начальное искривление срединной поверхности элемента 

листовой заготовки или эксцентриситет при приложении сжимающих сил. Однако 

после этого элемент не теряет несущей способности и по мере роста нагрузки про-

должает постепенно изгибаться. Только после достижения параметром нагрузки оп-

ределенного значения kk ww   наблюдается резкое увеличение изгиба и потеря не-

сущей способности элемента. Критический параметр w , соответствующий началу 
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выпучивания, определяется касательным модулем, а критический параметр нагрузки 

w  , соответствует потере несущей способности – приведенным модулем. После на-

чала изгиба с выпуклой стороны возникает упругая разгрузка. Протяженность по 

толщине листа зона разгрузки возникает с увеличением сжимающей нагрузки. При 

достижении параметра нагрузки близкого w   зона разгрузки по толщине листа со-

ставляет порядка t)0,03...02,0( . Поэтому упругой зоной разгрузки можно пренеб-

речь и считать, что происходит пластическое выпучивание элемента листовой заго-

товки. 

 

6.3. Работа внутренних сил при выпучивании анизотропной пластины 

(потенциальная энергия деформации изгиба и кручения) 

 

Пусть перед потерей устойчивости в элементе возникает однородное плоское 

пластическое напряженное состояние ( xyyx  ,, ) и выполняется условие простого 

нагружения. 

Предполагается, что изгиб, сопровождающий выпучивание, незначителен и 

происходит без возникновения зоны разгрузки. Тогда можно считать, что при выпу-

чивании нагружение остается близким к простому и всюду в элементе справедливы 

зависимости 

xx s ; yy s ; xyxy s ,                                     (6.37) 

где                                                         
i
i



 ; 

yxx ccs  1211 ;    yxy ccs  2212 ;    xyxy cs  33 .         (6. 73 ) 

Разрешая соотношения (6. 73 ) относительно напряжений найдем 
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где g  определяется по формуле (6.14). 

При выпучивании деформации получают бесконечно малые приращения 

xyyx  ,, . Поскольку предполагается, что выпучивание сопровождается беско-

нечно малым изгибом без возникновения разгрузки, то нейтральную поверхность 

элемента можно считать совпадающей с его срединной поверхностью. При этом в 

первом приближении можно изменением первой квадратной формы срединной по-

верхности при выпучивании можно пренебречь. 

Рассмотрим прямоугольную пластину с постоянной толщиной t , малой по 

сравнению с размерами сторон à  и b . Отнесем ее к координатной системе главных 

осей анизотропии xyz . Оси x  и y  расположены в срединной плоскости пластины и 

направлены соответственно вдоль сторон a  и b , ось z  направлена по нормали к 

срединной плоскости. Пусть эта пластина нагружена по краям внешними силами, 

равномерно распределенными по толщине и отнесенными к единице длины соответ-

ствующего края пластины. В сечениях пластины, параллельных плоскости xz  и yz  

имеют место нормальные zy  ,  и касательные xyyx  ,  напряжения. Эти напряже-

ния равномерно распределены по толщине t  пластины; поэтому при приведении 

внутренних сил к срединной плоскости будут иметь место только нормальные и 

сдвиговые силы yx NN ,  и xy , yx , которые определяются следующим образом: 
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t
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t
xyxy dzT ;                                   (6.35) 






2

2

t

t
yy dzN ;   





2

2

t

t
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На рис. 6.1 представлен элемент пластины в срединной полости с действую-

щими на него силами до потери устойчивости. 
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Рисунок 6.1. Силы, действующие на элемент в срединной плоскости  

пластины до потери устойчивости 

 
При потере устойчивости пластины возникает новая, искривленная форма 

равновесия пластины. Этой новой форме равновесия соответствуют и новые значе-

ния внутренних сил. Наряду с силами N  и T , соответствующими деформациям 

пластин в своей плоскости, возникают и другие внутренние силовые факторы (изги-

бающие и крутящие моменты и поперечные силы), обусловленные изгибом пласти-

ны. 

На рис. 6.2 показана схема действия этих внутренних силовых факторов после 

изгиба срединной поверхности пластины. 

 

 
Рисунок 6.2. Схемы действующих силовых факторов на элемент в срединной 

плоскости пластины после ее изгиба при потере устойчивости 
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На рис. 6.1 и 6.2 внутренние силовые факторы представлены в предположе-

нии, что они положительные 

По гипотезе плоских сечений получим 

xx z ,    yy z ;    xyxy z 2 ,                           (6.39) 

где z  - расстояние точки от срединной поверхности; 

xyyx  ,,  - приращения кривизны и кручения срединной поверхности элемен-

та листа. 

Приращение напряжений yx  ,  и xy определим через приращения со-

ставляющих xyyx SSS ,, . 

Из зависимости (6.37) имеем 

xxs 
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Принимая во внимание выражение для   из соотношения (6.37), получим 
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С учетом выражений (6.40), (6.41), (6.42), (6.37) 

n
ie c ;                                                      (6.41) 

i
i

pE



 ,                                                      (6.42) 

где формула (6.41) – кривая упрочнения; pE  - модуль пластичности анизотропного 

материала, будем иметь 
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Приращение интенсивности деформаций следует из формулы (6.16) 
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После умножения обеих частей равенства на e  получим 
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или, принимая во внимание зависимости (6.17), 

xyxyyyxxii  , 

откуда с учетом равенств (6.39) следует 
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где  

xyxyyyxx  2 .                                         (6.45) 

Из выражения (6.43), учитывая (6.39) и (6.44) получим 
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Аналогичным образом, будем иметь 
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Приращениям напряжений соответствуют приращения изгибающих yx MM ,  и 

крутящего xyM  моментов на единицу длины элемента: 



 90 










































.

;

;

2

2

2

2

2

2

t

t
xyxy

t

t
yy

t

t
xx

dzzM

dzzM

dzzM

                                                (6.49) 

Из первых выражений (6.49) и (6.38) имеем 
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Учитывая выражения (6.46) и (6.47) после интегрирования получим 
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Здесь I  - момент инерции поперечного сечения шириной, равной единице: 

12
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Аналогично будем иметь 
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Удельная работа деформации, т.е. работа на единицу площади срединной по-

верхности элемента, совершаемая изгибающими и крутящими моментами при пла-

стическом выпучивании, когда кривизны и кручение получают приращение x , y , 

xy  равна 

xyxyyyxx dMdMdMW   2 .                               (6.54) 

Подставляя в выражение (6.54) соотношения (6.50-6.53) и интегрируя, полу-

чим 
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Если в формуле (6.55) положить 1 yx RR , 3/1xyR , принимая во внимание 

выражение (6.10) и (6.12), получим формулу удельной работы деформации для изо-

тропного материала: 
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Частные производные от функции (6.55) равны 
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Из соотношений (6.50 - 6.56) следует, что приращение изгибающих и крутя-

щих моментов внутренних сил при пластическом выкручивании анизотропного эле-

мента являются однородными линейными функциями приращений кривизны и кру-

чения  имеют потенциал W. 

Поэтому энергетический метод исследования упругой устойчивости приме-

ним и в задачах на пластическое выпучивание анизотропного листа. 

Будем считать, что оси u , v  - главные оси напряжений и ось u  составляет с 

главной осью анизотропии x  угол  . 

Рассмотрим прямоугольный элемент анизотропного листа со сторонами, па-

раллельными осям u  и v .  

В элементе перед вспучиванием возникает пластическое однородное напря-

женное состояние 

0u , 0 .                                                (6.58) 

Заменяя в формуле (6.55) индексы  x , y  на u  и v  и принимая во внимание 

формулы преобразования констант анизотропии (6.19), а также формулы (6.25), 

(6.26), (6.27), получим выражение для удельной работы изгибающих и крутящих 

моментов внутренних сил при выпучивании анизотропного элемента в главных осях 

напряжений u , v , z : 
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где vu   . 

Полная работа деформации, совершенная изгибающим и крутящим момента-

ми внутренних сил по всей площади срединной поверхности пластины будет опре-

деляться  по выражению: 

 
ba

WdxdyUA
00

11 .                                              (6.60) 

Эта работа равна потенциальной энергии деформации изгиба и кручения пла-

стины 1U . 

В зависимости от выбрано системы координат выражения для удельной рабо-

ты изгибающих и крутящих моментов внутренних сил при выпучивании анизотроп-

ного элемента (потенциальной энергии деформации изгиба и кручения пластины на 

единицу площади срединной плоскости) W  определяют по формуле (6.55), если 

система координат связана с главными осями напряжений x , y , и по формуле 

(6.59), если она связана с главными осями напряжений uv  и прямоугольные пласти-

ны исследуются со сторонами параллельными осям координат. 

 

6.4. Работа внешних сил на контуре элемента пластинки 

(изменение потенциальной энергии деформации срединной плоскости 

пластины при выпучивании) 

 

За пределом упругости потеря устойчивости сопровождается деформацией 

срединной поверхности, на которую затрачивается работа внешних сил на переме-

щениях контура. 

Кроме этой работы контурные силы совершают работу на перемещениях то-

чек контура в плоскости ( x , y ) за счет выпучивания пластины. Эта совокупная ра-

бота 2A  связана с изменением потенциальной энергии деформации срединной плос-

кости пластину при выпучивании 0U . 
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Для вычисления 2A  ( 0U ) необходимо получить выражение линейных и уг-

ловых деформаций срединной плоскости обусловленных ее выпучиванием. 

Обозначим составляющие смещения произвольной точки срединной поверх-

ности пластинки в направлениях координатных осей x , y , z  через u , v , w . На рис. 

6.3 изображено сечение части срединной поверхности  плоскостью, параллельной 

оси x  и нормальной к срединной плоскости пластины. 

 

 
 

Рисунок 6.3. К вопросу определения линейных деформаций 

 

Учитывая только перемещения  W , выражаем длину элемента дуги dS  среди-

ной поверхности в виде  

dx
x

W
x

WdxdS
































22

2
111  .                              (6.61) 

Тогда линейная деформация срединной поверхности в направлении оси x , 

обусловленная перемещениями W  равна 

2

2
1














x
W

dx
dxdS . 

При одновременном наличии перемещений  U  и W  искомая линейная дефор-

мация в направлении оси x  будет определяться выражением 



 94 

2

2
1
















x

W
x
U

x .                                           (6.62) 

Аналогично линейная деформация срединной поверхности в направлении оси 
y  

2

2
1

















y
V

y
V

y .                                           (6.63) 

Рассмотрим до выпучивания пластины прямоугольный треугольник AOB , рас-

положенный в срединной плоскости пластины так, что его катеты AO  и BO  соот-

ветственно параллельны координатным осям  x  и  y  (рис. 6.4). 

 
 

Рисунок 6.4. К вопросу определения угловой деформации. 

 

Длины сторон треугольника: 

dxAO  ;   dyBO  ;   22 dydxdlAB  . 

При выпучивании пластины вершина прямого угла O  перейдет в положение 

1O , получив перемещение WOO 1 , перпендикулярное к срединной плоскости. То-

гда перемещение двух других вершин  A  и B  треугольника AOB  будут 

dx
x

WWAA



1 ;   dy
y
WWBB



1 . 
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Длины сторон треугольника 111 BOA , в который перейдет после выпучивания 

пластины треугольник AOB  могут быть выражены следующим образом: 
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dx
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.          (6.64) 

При выпучивании пластины прямой угол AOB  искажается. Изменение этого 

угла представляет собой угловую деформацию   срединной поверхности, обуслов-

ленную наличием перемещений W . 





2111 BOA . 

Применим теорему косинусов к треугольнику 111 BOA  

      





 



2

cos2 111
2

11
2
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2

11 BOAOBOAOBA . 

Использование соотношений (6.64), после преобразований приведет к выра-

жению 



























 sin11

22

y
W

x
W

y
W

x
W . 

Пренебрегая по малости квадратами производных  
x

W

  и 

y
W

  по сравнению с 

единицей и заменяя sin  его аргументом, приходим к следующему выражению для 

угловой деформации срединной поверхности, зависящей от перемещения W : 

y
W

x
W







                                                            (6.65) 

При одновременном наличии перемещений wvu ,,  искомая угловая деформа-

ция срединной поверхности 
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 .                                              (6.66) 

Работа 2A , характеризующая изменение потенциальной энергии деформации 

срединной плоскости пластины при выпучивании выражается через интенсивности 

внутренних сил xyyx TNN ,,  и  деформации xyyx  ,,  следующим образом: 

  
ba

xyxyyyxx dxdyTNNuA
00

02 ][  

и после подстановки значений xyyx  ,,  по формулам (6.62), (6.63) и (6.66) будем 

иметь 
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Преобразуем отдельно первый интеграл правой части полученного выражения 

для 0u . Интегрируя почленно, получаем 
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.                        (6.68) 

Два последних интеграла правой части выражения (6.68) обращаются в ноль в 

силу уравнений равновесия всех сил, действующих на элемент в проекции на оси x  

и y  (рис. 6.1): 

0;0 


















x
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y
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x
N xyyxyx .                                    (6.69) 

Первые два интеграла правой части выражения (6.68) представляют собой ра-

боту L , произведенную внешними силами, приложенными к контуру пластины и 
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расположенными в срединной плоскости пластины. Таким образом, выражение 

(6.67) для изменения потенциальной энергии деформации срединной плоскости при 

выпучивании можно представить в виде: 
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1 .               (6.70) 

Изменение потенциала 2u  внешних сил, приложенных к пластинке, связано с 

работой L  соотношением: 

Lu 2 .                                                (6.71) 

Итак, учитывая зависимости (6.60), (6.70), (6.71) можно представить измене-

ние   полной потенциальной энергии пластины при ее выпучивании следующим 

выражением в системе координат yx,  главных осей анизотропии (6.1): 
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где ;;;
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В системе координат vu,  главных осей напряжений 
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где vvuuvu
v
w

u
w










 ;; 2
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2

2
. 

Для вычисления   задаемся уравнением срединной поверхности выпучив-

шейся пластины в виде одного или нескольких членов ряда 
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nn yxfCw
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),( ,                                               (6.74) 

где ),( yxfn  - функции, удовлетворяющие каждая в отдельности, геометрическими 

(граничными) условиями, налагаемыми на срединную поверхность пластины уст-

ройством ее опор. Желательно, но совершенно не обязательно, чтобы совокупность 

взятых членов ряда удовлетворяла также и условиям силового типа, т.е. отсутствию 

моментов и сил по тем или иным краям пластины.  

Сформулируем граничные условия закрепления сторон пластины. 

1. Защемленный край. В этом случае для всех участков защемления прогиб 

;0w ; угол поворота в плоскости перпендикулярной краю 0



y
w , где y  - расстоя-

ние в направлении нормали к защемленному краю. 

2. Свободно опертый край. На контуре, как и в предыдущем случае 0w . 

Кроме того, на контурной боковой поверхности 0y . Поскольку на краю 0w , 

то 02

2






y
w . 

3. Свободно висящий край. Можно принять два граничных условия: 
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Подстановка принятого выражения в соотношение (6.72) дает возможность 

выразить изменение энергии   выпучившейся пластины в виде квадратичной 

функции параметров nC  ряда (6.74). 

Используем полученные результаты для определения нагрузки на пластину, 

т.е. того значения нагрузки, при котором, наряду с плоской формой равновесия пла-

стины возникает новая криволинейная форма равновесия. Общим признаком равно-
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весия материальной системы является экстремальность полной потенциальной энер-

гии   системы. 

В рассматриваемом нами случае равновесия выпучившейся пластины полная 

потенциальная энергия равна 

P 0 ,                                                 (6.75) 

где 0  - потенциальная энергия пластины до выпучивания (независящая от пара-

метров nC ) и   - изменение потенциальной энергии при выпучивании, опреде-

ляемое формулой (6.72). 

Из условия экстремума энергии   следуют уравнения 

0;...;0;0
21













kCCC
,                                (6.76) 

которые являются, в сущности, уравнениями равновесия. Полученная система ли-

нейных однородных уравнений (6.76) относительно параметров kCCC ,...,, 21  имеет 

нулевые решения 0...21  kCCC , которые соответствуют плоской форме рав-

новесия пластины, и отличные от нуля решения, соответствующие равновесию ис-

кривленной пластины. Последние возможны только в том случае, если определитель 

  системы (6.77) обращается в ноль. Из условия 0  и определяется критическое 

значение нагрузки, при котором становится возможным выпучивание пластины. Ес-

ли взятые члены ряда (6.74) совпадают с истинным уравнением срединной поверх-

ности пластины (при весьма малых перемещениях), то энергетический метод дает 

точное значение критической нагрузки. В противном случае, что практически и 

имеет место, энергетический метод приводит к критической нагрузке, несколько 

превышающей ее действительное значение. В случае, когда уравнение срединной 

поверхности пластины аппроксимируется выражением, содержащим только один 

параметр C , уравнение 0


C

 может быть заменено непосредственным приравни-

ванием нулю изменения полной потенциальной энергии, т.е. 0 . 
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7. Использование результатов научно-исследовательской работы  

в учебном процессе 

 

Результаты научно-исследовательской работы использованы при модерниза-

ции учебных планов подготовки бакалавров техники и технологии направления 

150400 «Технологические машины и оборудование» и студентов, обучающихся по 

направлению 150200 «Машиностроительные технологии и оборудование» специ-

альности 150201 «Машины и технология обработки металлов давлением», при вы-

полнении курсовых работ и дипломных проектов, а также учебных планов подго-

товки магистров по направлениям подготовки 150400 "Технологические машины и 

оборудование" программ подготовки: 15040039 "Теория и технология штамповки 

анизотропных материалов", 15040041 «Высокоэффективные технологические про-

цессы листовой и объемной штамповки», 15040040 «Высокоскоростные методы об-

работки металлов давлением». 

Отдельные результаты исследований использованы в учебном процессе в кур-

сах «Новые технологические процессы и оборудование» и «Механика процессов 

пластического формоизменения», «Теория обработки металлов давлением», «Про-

изводство технологического оборудования», «Горячая штамповка», «Новые виды 

горячей и холодной объемной штамповки», «Нагрев и нагревательные устройства» 

для бакалавров техники и технологии направления 150400 «Технологические маши-

ны и оборудование» и студентов, обучающихся по направлению 150200 «Машино-

строительные технологии и оборудование» специальности 150201 «Машины и тех-

нология обработки металлов давлением», при выполнении курсовых работ и ди-

пломных проектов. 

Разработан дополнительный раздел «Теоретические основы эксперименталь-

ных исследований пластического формоизменения» курса «Теория обработки ме-

таллов давлением» в виде новых лекций (8 лекций) (приложение1). 
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По результатам научных исследований опубликованы два учебных пособия с 

грифом УМО вузов по политехническому и университетскому образованию: 

1. Гусев И.А., Маленичев Е.С., Трегубов В.И., Чачина Е.Б., Васин Л.А., Кур-

ский В.А. Руководство по дипломному проектированию. В 5-и частях. Часть 4. Ор-

ганизационно-экономическая часть дипломных проектов кузнечно- и листоштампо-

вочных цехов: учеб. пособие под ред. С.С. Яковлева. Тула: Изд-во ТулГУ, 2010. 215 

с. 

2. Герасимова О.М., Трегубов В.И., Яковлев С.С., Кухарь В.Д. Руководство по 

дипломному и курсовому проектированию. В 5 частях. Часть 2. Листовая штампов-

ка. Технологические расчеты. Расчет и проектирование штампов: учеб. пособие // 

под ред. С.С. Яковлева. Тула: Изд-во ТулГУ, 2010. 258 с. 

При выполнении научно-исследовательской работы привлекались студенты в 

качестве непосредственных исполнителей НИР. Студентами, привлекаемыми к вы-

полнению НИР, получено 8 Диплом лауреатов Всероссийской научно-технической 

конференции. 
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8. Сведения о выполнении целевых индикаторов и показателей федеральной 

целевой программы  «Научные и научно-педагогические кадры  

инновационной России» на 2009-2013 годы» 

 

8.1. Список монографий, опубликованных в 2010 г. 

 

1. Яковлев С.С., Черняев А.В., Трегубов В.И. Изотермическое деформирова-

ние осесимметричных деталей в режиме кратковременной ползучести: монография 

// под ред. С.С. Яковлева. Тула: Изд-во ТулГУ, 2010. 161 с. 

2. Кухарь В.Д., Селедкин Е.М., Киреева А.Е. Математическое моделирование 

процессов магнитно-импульсной обработки металлов: монография в 2-х частях. Часть 

1. Механико-пластическое формоизменение процессов магнитно-импульсной обработ-

ки / Тула: Изд-во ТулГУ, 2009. 160 с. (опубликована 2010 г.). 

3. Кухарь В.Д., Селедкин Е.М., Селедкин С.Е. Формовка листовых заготовок в 

состоянии сверхпластичности / Тула: Изд-во ТулГУ, 2009. 168 с. (опубликована 

2010 г.). 

 

8.2. Список учебных пособий с грифом УМО, опубликованных в 2010 г. 

 

1. Гусев И.А., Маленичев Е.С., Трегубов В.И., Чачина Е.Б., Васин Л.А., Кур-
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6. Яковлев С.П., Калашников А.Е., Яковлев С.С. Складкообразование ани-
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Заключение 

 

Цель выполнения работы - научное обоснование и внедрение высоких техно-

логий изготовления корпусных деталей сложной формы (полусферических и полу-

торовых днищ) ответственного назначения из высокопрочных кристаллических ма-

териалов методами пластического формообразования путем повышения пластиче-

ской деформируемости листовых кристаллических материалов на базе изменения 

кристаллографической текстуры и характеристик анизотропии механических 

свойств, путем совершенствования технологий формообразования и термообработ-

ки при изготовлении. Подготовка научных кадров для машиностроительных пред-

приятий и научно-исследовательских учреждений центрального региона и научно-

педагогических кадров для высших учебных заведений, формирование эффектив-

ных и жизнеспособных научных коллективов. 

В процессе теоретического и экспериментального исследований получены 

следующие основные результаты и сделаны выводы: 

1. Выполнен аналитический обзор современного состояния теории и техноло-

гии пластического деформирования кристаллических анизотропных материалов. 

Установлено, что листовой материал, используемый для процессов ОМД, обладает 

анизотропией механических свойств. Анизотропия проката является следствием об-

разования текстуры предпочтительной ориентировки кристаллографических осей в 

зернах обрабатываемого материала, характера распределения и ориентировки фаз 

дефектов металла и остаточных напряжений, возникающих вследствие неоднород-

ности пластической деформации при прокатке. При деформации зерна и включения 

приобретают вытянутую форму, которая после отжига переходит в строчечную 

структуру. В результате этого свойства, в том числе и механические, вдоль и попе-

рек направления прокатки могут резко различаться. 

Кристаллографическая текстура во многих случаях является определяющим 

фактором в создании анизотропии физических свойств металлических материалов. 

Следовательно, управляя текстурой, можно целенаправленно регулировать анизо-

тропию их свойств, обеспечить оптимальные значения данной физической характе-
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ристики в нужном для определенного изделия направлении и т.п. Кроме того, учи-

тывая связь коэффициента пластической анизотропии с упругими характеристиками 

материала и текстурой, можно создавать оптимальную текстуру, способствующую 

повышению штампуемости листов из данного материала. Для реализации на прак-

тике всех возможностей, связанных с кристаллографической текстурой, надо распо-

лагать информацией о закономерностях формирования текстуры в процессе различ-

ных обработок материала (пластическая деформация, рекристаллизационный отжиг 

и др.), а также об основных технологических факторах, влияющих на текстуру. 

Величина коэффициента анизотропии для большинства листовых материалов, 

используемых в процессах пластического деформирования, изменяется в пределах 

от 0,2 до 3,5. Анизотропия механических свойств заготовок и деталей существенно 

зависит от предварительной пластической деформации и последующей термической 

обработки. 

Начальная анизотропия механических свойств материала заготовки оказывает 

существенное влияние на силовые и деформационные параметры процессов пласти-

ческого деформирования и на качество получаемых изделий. Она может оказывать 

как положительное, так и отрицательное влияние на процессы деформирования. 

Наибольшее распространение при анализе процессов обработки металлов дав-

лением нашла теория течения анизотропного материала Мизеса - Хилла, которая 

также не позволяет оценить изменение анизотропии механических свойств материа-

ла заготовки в процессах пластического деформирования. Анализ эксперименталь-

ных исследований убедительно доказывает изменение этих свойств. В многоопера-

ционных технологических процессах обработки металлов давлением следует учиты-

вать изменение анизотропии механических свойств при назначении технологиче-

ских параметров промежуточных и окончательных операций пластического дефор-

мирования. Кроме того, технические условия работы изделия часто требуют форми-

ровать определенную анизотропию механических свойств деталей. 

Мало внимания уделяется в научно-технической литературе исследованиям 

напряженного и деформированного состояний заготовки, силовых режимов опера-

ций многооперационной вытяжки и реверсивной вытяжки ступенчатых осесиммет-
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ричных деталей. Предельные возможности деформирования в основном определя-

лись по максимальной величине растягивающего напряжения на выходе из очага 

пластической деформации. Оценка устойчивого протекания операций многоопера-

ционной вытяжки и реверсивной вытяжки осесимметричных ступенчатых деталей 

по степени ресурса пластичности и критерию локальной потери устойчивости ани-

зотропной заготовки не производилась. Не решен широкий круг вопросов, связан-

ных с проектированием технологических процессов многооперационной вытяжки и 

реверсивной вытяжки осесимметричных ступенчатых деталей и определением ра-

циональных условий ведения этих процессов, обеспечивающих изготовление изде-

лий заданного качества (величины накопленных микроповреждений и разнотол-

щинности стенок изготавливаемых деталей). Существующие исследования носят в 

основном экспериментальный характер.  

В научно-технической литературе не решен широкий круг вопросов по влия-

нию анизотропии механических свойств исходных материалов, технологических па-

раметров, геометрических размеров заготовки и инструмента, степени деформации, 

условий трения контактных поверхностей инструмента и заготовки на кинематику 

течения материала, напряженное и деформированное состояния заготовки, силовые 

режимы и предельные возможности формоизменения и формирование показателей 

качества изготавливаемых осесимметричных деталей; по влиянию кристаллографи-

ческой текстуры на коэффициент нормальной пластической анизотропии гексаго-

нальных плотноупакованных – металлов, длительности отжига на текстуру листов 

из гексагональных плотноупакованных – металлов, по установлению закономерно-

стей изменения текстуры кристаллических материалов при многопереходной штам-

повки-вытяжки полусферических днищ, по влиянию режимов отжига на глубину га-

зонасыщенного слоя полусферических днищ из титанового сплава ПТ-3Вкт, по вы-

явлению влияния структуры и текстуры листового проката титанового сплава ПТ-

3кт на характер разрушения в процессе многооперационной вытяжки, по установле-

нию путей управления текстурой и структурой сварных соединений α-сплавов тита-

на. 
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2. Выполнен выбор и обоснование оптимального варианта направления иссле-

дований. 

3. Разработан план проведения экспериментальных и теоретических исследо-

ваний. 

4. Разработан вариант теории пластичности кристаллических ортотропных ма-

териалов с анизотропным упрочнением, который основан на неоднородном расши-

рении поверхности нагружения в шестимерном пространстве напряжений, связан-

ных с направлениями главных осей анизотропии. Материал принимается несжимае-

мым, анизотропным, для которого справедливо условие текучести Мизеса - Хилла и 

ассоциированный закон пластического течения. Допускается, что поверхность теку-

чести не перемещается в пространстве напряжений. В качестве параметров упроч-

нения используются величина интенсивности деформации i  и компоненты тензора 

деформаций ii  в главных осях анизотропии x , y  и z . Выбор математической мо-

дели анизотропного упрочнения ортотропного тела при анализе процессов пласти-

ческого формоизменения предлагается осуществлять на основе сопоставления экс-

периментальных и теоретических данных. 

5. Предельные возможности деформирования заготовок часто ограничиваются 

накопленными микроповреждениями, которые оцениваются удельной работой раз-

рушения и предельными степенями деформаций, причем эти величины существенно 

зависят от ориентации главных осей напряжений по отношению к главным осям 

анизотропии. 

Это обстоятельство позволило сформулировать энергетический и деформаци-

онный критерии деформируемости ортотропного анизотропно-упрочняющегося ма-

териала в процессах обработки давлением листового материала, которые учитывают 

кроме влияния относительной величины среднего напряжения i / , параметра вида 

напряженного состояния, а также и ориентацию первой главной оси напряжения от-

носительно главных осей анизотропии x, y, z, а также ускорение процесса накопле-

ния повреждаемости под влиянием уже накопленных в материале повреждений. 
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6. Предельные возможности формоизменения при пластическом деформирова-

нии могут также ограничиваться условием локальной потери устойчивости заготов-

ки. Предложены критерии шейкообразования ортотропного анизотропно-

упрочняющегося материала при двухосном растяжении листовой заготовки, полу-

ченные из условия положительности добавочных нагрузок и положительности рабо-

ты добавочных нагрузок. 

7. Сформулирован критерий потери устойчивости трубной заготовки из кри-

сталлических ортотропных материалов на основе статического критерия устойчиво-

сти. Выполнен анализ потери устойчивости трубной заготовки из кристаллических 

ортотропных материалов. Принимается, что в начальной стадии потери устойчиво-

сти при осадке свободно опертой заготовки концы заготовки защемлены. Напря-

женное и деформированное состояния цилиндрической заготовки до момента поте-

ри устойчивости заготовки принимаются приближенно плоскими. Установлено, что 

с увеличением степени деформации устойчивость заготовки и, следовательно, вели-

чина 00 / sh  уменьшаются и, достигнув минимума, начинают возрастать в связи с 

увеличением толщины стенки заготовки, упрочнением материала и снижением вы-

соты заготовки. Полученные зависимости справедливы до 6/ ср0 Rh . При больших 

значениях отношения у заготовки начинают возникать две выпучины на расстоянии 

от торцов до середины выпучины 4/hl  . Показано, что чем выше показатель де-

формационного упрочнения n , тем больше значение 00 / sh , и выше устойчивость 

заготовки. 

8. Установлено влияние нормальной и цилиндрической анизотропии механи-

ческих свойств исходной трубной заготовки на устойчивость к образованию скла-

док. Показано, что для материалов, обладающих цилиндрической анизотропией ме-

ханических свойств, увеличение коэффициента анизотропии xR  и одновременное 

уменьшение коэффициента yR  приводит к увеличению значения 00 / sh  по сравне-

нию с материалом, имеющим меньшее значение коэффициента анизотропии xR  и 

большее значение коэффициента анизотропии yR . Уменьшение коэффициента нор-

мальной анизотропии R  приводит к более устойчивому протеканию процесса осад-

ки трубной заготовки.  
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9. Разработано условие пластической потери устойчивости в виде гофрообра-
зования (волнистости) прямоугольной пластины из кристаллических ортотропных 
материалов в условиях плоского напряженного состояния на основе энергетическо-
го метода исследований. 

10. Проведены патентные исследования. 
11. По результатам научных исследований опубликованы три монографии, 

опубликованы и подготовлены к опубликованию 38 научных работ в ведущих науч-
ных журналах, рекомендуемых ВАК Российской Федерации; 23 статей в межвузов-
ских сборниках научных трудов, а также опубликовано 11 тезисов докладов на меж-
дународных и Всероссийских научно-технических конференциях. Получен патент 
на изобретение: Пат. 2392079 Российская Федерация, МПК7

  В 21 D 22/02. «Способ 
штамповки тонкостенных полусферических днищ и устройство для его осуществле-
ния». Подана заявка на изобретение. 

12. По результатам научно-исследовательской работы защищена одна доктор-
ская диссертационная работа и две кандидатские диссертационные работы по спе-
циальности 05.02.09 – технологии и машины обработки давлением, подготовлена к 
защите одна докторская диссертационная работа по специальности 05.02.09 – тех-
нологии и машины обработки давлением. Подготовлено 8 магистров по направле-
нию «Технологические машины и оборудование», программам подготовки «Теория 
и технология штамповки анизотропных заготовок», «Высокоскоростные методы об-
работки металлов давлением» и «Высокоэффективные технологические процессы 
листовой и объемной штамповки». 

13. Результаты научно-исследовательской работы использованы при модерни-
зации учебных планов подготовки бакалавров техники и технологии направления 
150400 «Технологические машины и оборудование» и студентов, обучающихся по 
направлению 150200 «Машиностроительные технологии и оборудование» специ-
альности 150201 «Машины и технология обработки металлов давлением», при вы-
полнении курсовых работ и дипломных проектов, а также учебных планов подго-
товки магистров по направлениям подготовки 150400 "Технологические машины и 
оборудование" программ подготовки: 15040039 "Теория и технология штамповки 
анизотропных материалов", 15040041 «Высокоэффективные технологические про-
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цессы листовой и объемной штамповки», 15040040 «Высокоскоростные методы об-
работки металлов давлением». 

14. Отдельные результаты исследований использованы в учебном процессе в 
курсах «Новые технологические процессы и оборудование» и «Механика процессов 
пластического формоизменения», «Теория обработки металлов давлением», «Про-
изводство технологического оборудования», «Горячая штамповка», «Новые виды 
горячей и холодной объемной штамповки», «Нагрев и нагревательные устройства» 
для бакалавров техники и технологии направления 150400 «Технологические маши-
ны и оборудование» и студентов, обучающихся по направлению 150200 «Машино-
строительные технологии и оборудование» специальности 150201 «Машины и тех-
нология обработки металлов давлением», при выполнении курсовых работ и ди-
пломных проектов. 

Разработан дополнительный раздел «Теоретические основы эксперименталь-
ных исследований пластического формоизменения» в курс «Теория обработки ме-
таллов давлением» в виде новых лекций (8 лекций). 

15. При выполнении научно-исследовательской работы привлекались студен-
ты в качестве непосредственных исполнителей НИР. Студентами, привлекаемыми к 
выполнению НИР, получено 8 Диплом лауреатов Всероссийской научно-
технической конференции. На базе кафедры «Механика пластического формоизме-
нения» ГОУ ВПО «Тульский государственный университет» проведена Всероссий-
ская научно-техническая конференция студентов и аспирантов «Современные тех-
нологии обработки металлов и средства их автоматизации» (Тула: ТулГУ, 2010 г.). 
Исполнителями НИР опубликованы 4 научно-методических статей.  

16. По результатам научных исследований опубликованы два учебных посо-
бия с грифом УМО вузов по политехническому и университетскому образованию. 

17. Члены творческого коллектива удостоены звания лауреата премия имени 
С.И. Мосина 2010 года в области разработок военной техники, технологии и обору-
дования, имеющих двойное применение (д.т.н., проф. Яковлев С.С., д.т.н., проф. 
Трегубов В.И.). Доктору технических наук, профессору Яковлеву С.П. посмертно 
присвоено Почетное звание «Основатель научной школы» Российской академии ес-
тествознания. 
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Лекция № 1. Моделирование процессов обработки металлов давлением 

 
План 

1.1. Теоремы подобия 
1.2. Методы нахождения критериев подобия 
1.3. Моделирование процессов холодной штамповки.  

Основные уравнения. Формулировки граничных условий  
 

Производство постоянно ставит перед инженерами все новые и новые задачи. 
Далеко не все такие задачи поддаются теоретическим методам анализа. Физические 
явления, происходящие при обработке металлов давлением (ОМД), сложны и при-
ближенно описываются громоздкой системой дифференциальных уравнений. Реше-
ние этой системы уравнений в общем виде практически не возможно. Широкое ис-
пользование современных методов теории пластичности (метода характеристик, ва-
риационных методов и др.) до настоящего времени не привело к результатам, кото-
рые можно было бы считать в достаточно полной мере удовлетворяющими всем по-
требностям практики. Большинство из известных решений имеет частный, прибли-
женный характер. Получаются они в результате многочисленных допущений и ма-
тематических упрощений. Только умелое сочетание теоретических методов, экспе-
римента и знания особенностей данного производства позволяет инженеру своевре-
менно и с высокой надежностью найти решения поставленных задач.  

Для анализа процессов ОМД большое значение имеет лабораторный экспери-
мент. Обычно в условиях лаборатории изучаются особенности вновь создаваемых 
процессов, производится поиск оптимальных режимов деформации металлов. Но 
здесь возникает вопрос, каким образом можно перенести лабораторные данные, по-
лученные на модели, на реальный (натурный) процесс? На этот вопрос дает ответ 
теория подобия и моделирования. Значительный вклад в решение этого вопроса 
внесли наши отечественные исследователи: В.Л. Кирпичев, А. Федерман, Л.А. Гух-
ман, П.Е. Жуковский, Л.И. Седов, А.А. Ильюшин, 3.С. Смирнов и др.  

Нам легко понятны вопросы геометрического подобия: две геометрические 
фигуры подобны, если отношения соответствующих их размеров одинаковы. Если 
известен коэффициент подобия - масштаб, то простым умножением размеров одной 
геометрической фигуры (модели) на величину масштаба получаются размеры дру-
гой, ей подобной геометрической фигуры (натуры).  

Механическое или вообще физическое подобие является обобщением геомет-
рического подобия. Физические явления подобны, если по известным характеристи-
кам одного можно подучить характеристики другого простым пересчетом. Если при 
геометрическом моделировании пересчет осуществляется путем умножения разме-
ров модели на масштаб, то при физическом моделировании, когда исследователя 
интересуют не геометрические размеры, а, например, силы, напряжения, работа и 
т.д., пересчет должен осуществляться по определенным более сложным правилам. 
Установление правил пересчета - задача моделирования.  

Метод моделирования позволяет грамотно проводить экспериментальные ис-
следования физических процессов. Этим методом можно на модели, уменьшенной 
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или увеличенной по сравнению с натурой, иногда имеющей другую физическую 
природу, проводить качественное или количественное изучение процессов, проте-
кающих в натуре, которая не всегда доступна для детального исследования, а в ряде 
случаев, когда создается новый процесс или оборудование, ее вообще нет.  

Теория моделирования разрабатывается, как в случае, когда процесс описыва-
ется известными дифференциальными уравнениями и соответствующими гранич-
ными условиями, так и в случай, когда процесс не имеет аналитического описания с 
помощью анализа размерностей.  

Существуют и специальные виды математического моделирования, при кото-
ром какие-либо физические процессы исследуют путем изучения аналогичных яв-
лений, имеющих иное физическое содержание, но описываемых теми же математи-
ческими уравнениями. Это моделирование обычно осуществляется на вычислитель-
ных машинах непрерывного действия (аналоговых установках или моделирующих 
машинах) с использованием комплекса многих физических устройств - моделей, 
способных имитировать разнообразные явления. Для математического моделирова-
ния наиболее удобны электрические модели.  

Моделированием на основе теории подобия можно изучать:  
 
1. Влияние деформации на изменение свойств и структуры металла;  
2. Закономерности формоизменения металла;  
3. Деформированное состояние металла в различных условиях обработки 

давлением;  
4. Влияние различных способов деформации на поведение деформируемого 

металла;  
5. Влияние контактных условий на изменение свойств и поведения метал-

ла при его деформации;  
6. Влияние различных факторов на сопротивление деформации;  

Распределение напряжений в очаге деформации и на контактных поверхностях и 
т.д. 

1.1. Теоремы подобия 
 
Необходимые и достаточные условия подобия сформулированы в трех осно-

вополагающих теоремах подобия [12, 27].  
Первая теорема определяет свойства, которыми должны обладать подобные 

явления. Она гласит, что если физические явления подобны друг другу, то все одно-
именные критерии подобия этих явлений имеют одинаковую величину.  

Обозначая критерий через П, получим для подобных явлений  
idemП        (одно и то же) .                                (1.1)  

Критерии подобия - это независимые между собой безразмерные комплексы. 
Возведением в произвольную степень, умножением или делением друг на друга или 
на один из них, а также на постоянную величину можно получить иную систему 
критериев, но число их сохраняется. Первая теорема была доказана в 1848 году Ж. 
Бертраном.  
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Важно при этом отметить, что данные, полученные при исследовании какого-
нибудь явления, могут быть перенесены только на явления, которые описываются 
одинаковыми уравнениями.  

Вторая теорема подобия устанавливает, что для того, чтобы данные, получен-
ные из опыта, можно было непосредственно распространить на подобные явления, 
эти данные надо обрабатывать в виде зависимости между критериями подобия. В 
связи с этим надо искать зависимость не между отдельными величинами, характери-
зующими явления, а между комплексами величин, представляющими критерии по-
добия.  

Вторая теорема подобия утверждает, что всякое уравнение физического про-
цесса может быть преобразовано в уравнение, выражающее однозначную связь ме-
жду критериями подобия.  

Уравнения, связывающие n физических величин, среди которых k величин 
имеют независимую размерность, всегда преобразуются в систему уравнений, в ко-
торую входят n-k критериев подобия. Эта теорема была сформулирована и доказана 
А. Федерманом (1911 г.) и Ж. Букингемом (1914 г.).  

Значение второй теоремы подобия состоит в том, что она позволяет находить 
критерии подобия и в тех случаях, когда уравнение связи неизвестно, но выяснены 
параметры исследуемого явления. Она получила название " -теоремы".  

Третья теорема подобия сформулирована М.В. Кирпичевым и А.А. Гухманом. 
Согласно этой теореме два явления подобны, если они описываются одной и той же 
системой уравнений, имеют подобные граничные условия (условие однозначности) 
и равные определяющие критерии подобия.  

Первые две теоремы устанавливают соотношения между параметрами заведо-
мо подобных явлений. Третья теорема определяет признаки подобия явлений.  

Если явление сложно и не удается составить уравнение связи между парамет-
рами процесса, то для разыскания критериев подобия используются методы анализа 
размерностей. При этом необходимо определить систему размерностей и перечень 
параметров, существенных для процесса.  

Формулы размерностей параметров преобразуются в степенные комплексы и 
далее находятся число и вид критериев подобия, качество размерного анализа зави-
сит от того, насколько правильно определены число и род параметров, существен-
ных для процесса. Указаний, как подбирать эти параметры, теория размерностей не 
дает. Методы анализа размерностей не определяют достаточных условий подобия, 
что может привести к опасности чрезмерно широких обобщений.  
Однако если исходные предпосылки сформулированы правильно, то анализ размер-
ностей дает верные результаты. 

 
1.2. Методы нахождения критериев подобия 

 
Если физический процесс имеет математическое описание в виде системы ис-

ходных уравнений и условий однозначности, то критерии подобия могут быть полу-
чены методами подобных преобразований этой системы.  

В случае моделирования пластической деформации необходимо рассмотреть 
полную систему дифференциальных уравнений теории пластичности и соответст-
вующие граничные условия.  
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1.3. Моделирование процессов холодной штамповки. Основные уравнения. 

Формулировки граничных условий  
 
Рассмотрим моделирование процесса холодной штамповки [8].  
Для простоты примем, что материал обладает свойством идеальной пластич-

ности. Ограничимся случаем изотермической деформации достаточно медленного 
течения.  

Полная система дифференциальных уравнений теории пластического течения 
Леви-Мизеса включает в себя:  

- уравнения связи между напряжениями и скоростями деформации  
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- уравнения равновесия  
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- условие несжимаемости  
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,0 zzyyxx eee                                                  (1.5) 
где  

 
;

3
zzyyxx 

  

       ;
2
3

3
2 222222

zxyzxyxxzzzzyyyyxx eeeeeeH    

ijе  - компоненты тензора скоростей деформаций; iV  - скорость течения материала; 

s  - предел текучести на сдвиг.  
Для определения девяти неизвестных ij  и iV  имеется девять уравнений, т.е. 

эта система уравнений является полной.  
Сформулируем граничные условия. Пусть для определенности рассматривает-

ся моделирование операции осадки (рис. 1.1).  
Тогда граничные условия исследуемого процесса таковы: на свободной по-

верхности FS   

,0 M
i

H
i FF                                                   (1.6) 

на контактной поверхности инструмента KS  

., sк
М

п
Н

п VV                                        (1.7) 

 
                                                 а)                                                б) 

Рис. 1.1. Схема осадки заготовки произвольной формы к выводу 
условий подобия и моделирования: а - натуральный процесс; б – модель 

 
Поверхность VS , на которой задана скорость течения материала, а напряже-

ния неизвестны, отсутствует. Для получения критериев подобия приведем указан-
ные выше уравнения (1.2), (1.3), (1.6), (1.7) к безразмерному виду. Для этого необхо-
димо все размерные переменные задачи привести к безразмерному виду, выбрав в 
качестве масштабов характерные параметры процесса. Например, введем  
безразмерные напряжения  

;
2 s

ij
ij 


                                                     (1.8) 
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безразмерные скорости  

;
V
V

V i
i                                                       (1.9) 

безразмерные координаты  

.;;
h
zz

b
y

y
l
xx                                     (1.10) 

где V  - скорость движения верхнего штампа; hbl ,,  - длина, ширина, высота заготов-
ки.  

Уравнение связи между напряжениями и скоростями деформаций (1.2) теперь 
преобразуется к виду:  
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Вынесем из-под радикала множитель hV , тогда формулы (1.11) и (1.12) при-
обретут такой вид: 
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Аналогично приведем уравнения равновесия (1.3) к безразмерному виду: 
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Граничные условия в безразмерном виде будут: на поверхности FS   
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на поверхности KS  

,0 zzyyxx nVnVnV                                           (1.17) 
где in  - направляющие косинусы нормали к поверхности инструмента.  

Таким образом, решение краевой задачи, описывающей исследуемый процесс, 
должно удовлетворять системе дифференциальных уравнений (1.13), (1.15), а также 
граничным условиям (1.16) и (1.17), записанным в безразмерном виде. 
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Лекция № 2. Моделирование процессов обработки металлов давлением 

(продолжение) 
 

План 
1.4. Критерии подобия процессов холодной штамповки  
1.5. Моделирование скоростных процессов холодной пластической 

деформации  
 

1.4. Критерии подобия процессов холодной штамповки 
 
Обозначим   - решение рассматриваемой задачи относительно любой из ис-

комых величин ij  или iV :  

.,,,,,,,, 





  zyx nnn

b
h

l
hzyx                                   (1.18) 

Сходственными точками натуры и модели назовем такие точки, относитель-
ные координаты которых одинаковы, т.е.  

.;; MHMHMH zzyyxx   
Основной закон подобия требует, чтобы напряженно-деформированное со-

стояние ( ij  и iV ) в сходственных точках модели и натуры было одинаково 

МН  .  
Для этого необходимо и достаточно, чтобы все аргументы функций (1.18) у 

натуры и модели были одинаковы:  
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  MzHz nn )()(   - в 

любой сходственной точке натуры и модели, MN  . 
Другими словами: натура и модель должны быть геометрически подобны и 

должны быть одинаковы коэффициенты прандлева трения  .  
Аргументы в выражении (1.18), кроме безразмерных координат, называются 

критериями подобия. Заметим, что моделирование необязательно осуществлять на 
том же материале.  

Установленный закон подобия помогает рассчитать механические переменные 
натуры, если они известны в результате лабораторного эксперимента для модели.  

Рассмотрим определение механической переменной - удельного давления на 
инструмент p . Условия подобия при моделировании соблюдены: натура и модель 
геометрически подобны, а коэффициенты трения   - одинаковы. Тогда в сходст-
венных точках  

MH pp    или 
SM
M

SH
H pp




 22
, 

т.е. 
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 .                                                  (1.19) 

Таким образом, удельные давления на инструмент натуры и модели относятся 
друг к другу так же, как пределы текучести натуры и модели.  

Для практических целей представляет большой интерес установление правил 
пересчета некоторых интегральных характеристик: силы деформации, мощности, 
работы и т.п.  

Рассмотрим усилие осадки (рис. 1.1):  

KS

zdSFP ,  

где KS  - поверхность соприкосновения штампа и заготовки; ZF  - вертикальная со-
ставляющая полного напряжения на контактной площадке.  

Согласно теореме о среднем Kzcp SFP   для натуры и модели можем запи-
сать:  

.; KM
M
zcpMKH

H
zcpH SFPSFP   

Безразмерные напряжения в сходственных точках равны, т.е.  

.
22 KM

KH

SM

SH

KM

KH
M
zcp

H
zcp

M

H

SM

M
zcp

SH

H
zcp

S
S

S
S

F

F
P
Pили

FF











 

Если материал модели и натуры одинаков, то   .
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Примем масштаб моделирования  ,
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Если материалы модели и натуры разные, то   

.2

SM

SH

M
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P
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                                                 (1.21) 

Рассмотрим мощность деформирования   
.VPN   

Отношение мощностей деформации натуры и модели с одинаковым пределом 
текучести будет: 
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Учитывая, что                     ,m
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получим 
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.3m
N
N

M

H                                                   (1.22) 

Таким образом, если модельные испытания проводились на том же материале, 
который подвергается в натуральных условиях обработке давлением, и геометриче-
ские размеры модели были в т  раз меньше, чем натуры, то усилие на инструмент в 
натуре будет в 2т  раз больше, чем в модели, при скорости натуры в т  раз больше, 
чем в модели, мощность обработки и затраты энергии будут в 3т  раз больше, чем в 
модели.  

Формулы (1.19), (1.20), (1.22) известны в литературе по обработке металлов 
давлением под названием закона подобия при деформации геометрически подобных 
тел [27]. 

 
1.5. Моделирование скоростных процессов холодной пластической деформации 

 
Рассмотрим случай моделирования скоростных процессов пластической де-

формации. Материал будем считать идеально пластическим. Скоростное упрочне-
ние во внимание принимать не будем. Процесс рассматриваем изотермическим, со-
ответствующим холодной деформации.  

Отличие полной системы уравнений для этой задачи от случая, рассмотренно-
го выше, состоит в том, что вместо уравнений равновесия будут уравнения движе-
ния.  

Например, 

dt
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.  (1.23) 

Начальные условия для определенности примем нулевыми. Введем безраз-
мерные переменные по формулам (1.8), (1.9), (1.10), а также 0/ttt  , где 0t  - некото-
рое характерное время. Удобно в качестве характерной скорости V  принять ско-
рость штампа в момент встречи с заготовкой 0V , тогда 0t  можно принять равным, 
например, 00 /Vht  . Перейдя в уравнениях (1.23) к безразмерным характеристикам, 
найдем, что наряду с критериями подобия, которые были установлены ранее, для 
выполнения подобия модельного эксперимента быстрого течения должен выпол-
няться еще один критерий:  

.
2

0 idem
V

S





                                                 (1.24) 

При проектировании модельного эксперимента несложно выполнить требова-
ния о геометрическом подобии и равенстве коэффициентов трения для модели и на-

туры. Удовлетворить критерию (1.24) .
2
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VV



































 сложнее. Потребуем, 

чтобы выполнялось условие о геометрическом подобии с масштабом т  во все вре-
мя деформации, тогда 
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В этом случае масштаб моделирования, плотность и сопротивление деформа-
ции для модели и натуры будут связаны между собой соотношением 

.
SM

SH

Н

Mm







                                            (1.25) 

Масштаб моделирования не может быть любым, он должен быть выбран в со-
ответствии с условием (1.25). Для того чтобы т  было больше 1, необходимо мо-
дельный материал выбрать "помягче", чем натура, и тяжелее. В этом отношении 
удобен для моделирования свинец и его сплавы. Моделирование скоростных про-
цессов на материале натуры невозможно, т.е. в этом случае масштаб моделирования 
равен 1. 
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Лекция № 3. Моделирование процессов обработки металлов давлением 

(продолжение) 
 

План 
1.6. Моделирование горячей пластической деформации 
1.7. Теория размерностей. Общие положения 
1.8. Определение аналитических связей физических явлений 
1.9. Расчет уширения металла при его прокатке между валками 

 
1.6. Моделирование горячей пластической деформации 

 
Рассмотрим вопрос моделирования горячей пластической деформации [4, 8].  
Принимаем течение медленным; учтем скоростное упрочнение металла и теп-

ловой эффект; заметим, что материал, деформируемый в горячем состоянии, не под-
чиняется условию идеальной пластичности. В физических уравнениях связи напря-
жений и скоростей деформаций 

 
ijijij e

H
HT





,2                                            (1.26) 

существенную роль играет функция   ,HTT , описывающая "единую кривую" 
зависимости сопротивления деформации T  от скорости деформации Н  и темпера-
туры  . Применим безразмерные величины для напряжений (1.8), полагая, что S  - 
предел текучести при сдвиге в условиях статических испытаний )( 0H , тогда 

  .,
ij

S
ijij e

H
HT





                                          (1.27) 

Считаем, что "единую кривую" как для модели, так и для натуры можно опи-
сать формулой:  

,B
S AHT                                                 (1.28) 

в которой S , А, В - функции температуры. 
Решая совместно (1.27) и (1.28) и учитывая (1.12), (1.14), получим  
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                            (1.29) 

где 000 ;/;/ VVhHHVehe ijij    - скорость встречи бойка с заготовкой.  
Моделирование требует, чтобы во всех соответственных точках ij , ijе , Н  

были одинаковыми как для модели, так и для натуры. Этого можно достичь только в 
случае, если за критерий подобия в формулах (1.29) принять  
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.                                      (1.30) 

Обратимся к дифференциальному уравнению теплового баланса:  
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где   - коэффициент теплопроводности, ккал/ (м.ч.град); с  - коэффициент удельной 
теплоемкости, ккал/(град.кг.). 

В последнем выражении после умножения на dt  справа получится количество 
тепла, идущее на повышение температуры в единице объема тела за время dt , а сле-
ва - количество тепла, поступившее за счет теплопроводности и выделения тепла 
при пластической деформации. Введем безразмерные величины по формулам (1.8), 
(1.9), (1.10), (1.12), (1.14), а также  
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h
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где 0V  - скорость встречи штампа с заготовкой; 0  - характерная температура, на-
пример, температура заготовки перед осадкой, равномерная по деформируемому те-
лу.  

Уравнение (1.31) в безразмерном виде запишется следующим образом: 
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Основная теорема подобия требует, чтобы в соответственных точках и в сход-
ственные моменты времени безразмерные переменные ij ,  , Н , iV , T для модели 
и натуры были одинаковыми. Решение уравнения (1.32) для модели и натуры отно-
сительно   будут одинаковыми, если коэффициенты этого уравнения одинаковы 
для модели и натуры. А это значит, что модель и натура должны быть геометриче-
ски подобны, в сходственных точках должны быть одинаковы T , Н , iV  и, кроме 
того, должны выполняться следующие критерии подобия:  
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                                         (1.33) 

.0
3 idemhcVR 




                                         (1.34) 

Обратимся теперь к граничным условиям тепловой части задачи.  
Боковая поверхность заготовки теряет тепло излучением и конвективным об-

разом. Однако эти потери не столь велики по сравнению с потерями в месте контак-
та заготовки с холодным инструментом. В дальнейшем для простоты не будем учи-
тывать потери тепла через боковую поверхность:  

0


n

                                                    (1.35) 

или в безразмерном виде 
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.0


n

                                                    (1.36) 

Условие (1.36) идентично как для модели, так и для натуры. Из этого соотно-
шения не вытекает никаких дополнительных критериев. На контактной поверхности 
имеет место скольжение деформируемого материала по инструменту, мощность 
этого теплового источника, действующего на единицу поверхности будет SSV , 
где SV  - скорость скольжения.  

Тепловой поток из горячей заготовки А в инструмент В балансируется с выде-
лением тепла от трения:  

,0
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V                                  (1.37) 

где n - внешняя нормаль к поверхности заготовки.  
Кроме того, можно считать, что на контактной поверхности температура де-

формируемого тела А и инструмента В равны друг другу:  
.BA                                                      (1.38) 

Условие (1.38) при моделировании и натуральном эксперименте удовлетворя-
ются автоматически и поэтому из него не вытекает каких-либо критериев.  

Выделим критерий подобия из условия (1.37). Примем безразмерную нормаль 
и скорость скольжения 0; VVVhnn SS   тогда условие (1.37) в безразмерном 
виде запишется следующим образом:  
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Для того, чтобы условие (1.39) было одинаковым для модели и для натуры и 
соответствующие температуры в соответствующих точках равны, кроме равенства 
коэффициентов трения   и удовлетворения критерия подобия 2R , следует потребо-
вать идентичности на модели и натуре еще одного критерия:  

,4 idemR
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                                              (1.40) 

т.е. отношение коэффициентов теплопроводности инструмента и деформируемого 
тела должны быть равными в модели и натуре.  

Соответствующая температура инструмента до опыта в модели и натуре 
должна быть одинаковой:  
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В безразмерном виде эти начальные условия будут  

,;1
0

1
00 




 tBtA  

т.е. эксперимент должен быть построен так, чтобы для модели и натуры в инстру-
менте начальная температура была бы такой, чтобы  
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                                                (1.41)  
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Таким образом, для того чтобы осуществить модельный эксперимент по горя-
чей деформации металла, мы должны подобрать следующие условия опыта: модель 
должна быть геометрически подобна натуре, модель и натура должны иметь одина-
ковые коэффициенты трения, соответственные начальные температуры модели и 
натуры должны быть одинаковы, а также должны выполняться критерии подобия 

54321 RRRRR ,,,, . Подбор материала модели, который бы удовлетворял всем тре-
бованиям, - сложная задача.  

Рассмотрим случай, когда материал модели и натуры один и тот же. В этом 
случае 

;;;;;; MHBHBHAMAHSMSHMHMH BBAA  . 
MH cс   Температура натуры и модели в исходном состоянии одинаковы. Критерии 

подобия в этом случае приобретут вид:  
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                                        (1.42) 

    .0032 MH hVhVRR                                     (1.43) 
Критерии подобия 54 RиR   удовлетворяются автоматически.  
Легко видеть, что эти критерии противоречивы, и удовлетворить их одновре-

менно невозможно. Действительно, пусть моделирование осуществляется в мень-
шем масштабе, то есть MH hh  . Из условия (1.42) следует, что в модельном опыте 
должно быть OHOM VV   во столько же раз, во сколько MH hh  . Но это противоре-
чит условию (1.43), из которого следует, что если мы уменьшим размеры модели, то 
во столько же раз должны увеличить скорость 0V .  

Однако иногда модельный эксперимент на том же материале возможен. Если 
скоростное упрочнение невелико (его можно не принимать в расчет), то условие 
(1.42) можно исключить и опыт проектировать только с условием (1.43). Такое 
предположение оправдывается тем, что многие металлы проявляют заметные скоро-
стные упрочнения в результате изменения скорости деформации на порядок и выше.  

В других случаях, когда температурные условия не играют существенного 
значения, то из двух противоречащих условий выбирают только условие (1.42). Так 
бывает при изучении механических свойств металлов при высоких температурах. 
Опыты стремятся провести в условиях, близких к изотермическим, предупреждая 
различными мерами охлаждения образца. В этом случае теплового "движения" 
практически нет и его влияние не принимают в расчет. 

 
1.7. Теория размерностей. Общие положения 

 
Если явление столь сложно, что изучению его не может предшествовать фор-

мулировка соответствующей системы уравнений, граничных условий и начальных 
условий, а тем более их решение и установление связей между параметрами процес-
са, то изучение этого явления осуществляется экспериментально, а для отыскания 
критериев подобия используются методы анализа размерностей. Эти методы помо-
гают также исследователю существенно сократить число переменных, которые при-
ходится варьировать в процессе эксперимента. Методы анализа размерностей, прав-
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да, не определяют достаточных условий подобия, что может привести к опасности 
чрезмерно широких обобщений. Однако, если исходные предпосылки формулиро-
ваны правильно, то анализ размерностей дает верные результаты [18, 28].  

Каждой физической величине соответствует определенная единица измере-
ния. В механике используют три основные единицы измерения, а именно длины, 
массы и времени - L, M, T. Остальные единицы называются производными. Напри-
мер, единицы скорости и напряжения выражаются через три основные. Скорость 
имеет размерность 1LT , размерность силы из закона Ньютона 2 MLTmaF , а 
напряжение - 12  LMT .  

Заметим, что в формулы размерности физических величин размерности ос-
новных единиц измерения входят в степенях.  

Размерностью называется выражение производной единицы измерения через 
основные единицы измерения. Если изучаются наряду с механическими категория-
ми термодинамические явления, то к основным единицам измерения можно доба-
вить единицы измерения температуры.  

 
1.8. Определение аналитических связей физических явлений  

 
Рассмотрим с позиции метода анализа размерностей задачу об определении 

аналитической связи между путем S, проходимым свободно падающим телом, вре-
менем падения t и другими обстоятельствами [8, 18]. В свое время Галилей экспе-
риментально доказал, что этот путь можно определить по формуле:  

,
2
1 2gtS                                                         (1.44)  

где g - ускорение силы тяжести.  
Будем считать, что формула (1.44) неизвестна, и "получим" ее вновь методом 

анализа размерностей.  
Первым этапом решения методом размерностей является выявление физиче-

ских величин, от которых зависит изучаемое явление.  
Очевидно, что S зависит от времени t и от ускорения силы тяжести g. Это оз-

начает, что S является искомой функции  
 .,tgfS                                                       (1.45)  

Наша цель состоит в отыскании вида этой функции. Искомую функцию мож-
но представить в виде отрезка степенного ряда:  

...,21   baba tgCtgCS                                    (1.46)  
где C1, C2..., - неизвестные безразмерные коэффициенты.  

Метод размерностей требует, чтобы каждый одночлен этого уравнения имел 
одинаковые размерности длины, массы и времени.  

Так как размерность S есть TtTLgL   ,, 2 , то из (1.46) вытекает такое 
уравнение размерностей:  

  ba TTLL  2  
или 

.2 aba TLL   
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Неизвестные показатели степени a и b определяются согласно основному 
принципу теории размерностей: любое уравнение, однотипное с вышеприведенным, 
должно быть однородным по размерностям, то есть показатели при основных еди-
ницах должны быть одинаковыми в каждом члене уравнения. Следовательно, нали-
цо следующая система из двух уравнений:  

для показателей при ;1 aL   
для показателей при  .20 abT   
Решим эту систему уравнений и получим .2,1  ba .  
Следовательно, искомая функция имеет вид: 

.2cgtS                                                   (1.47)  
Оценка численного коэффициента c методами размерностей невозможна. Его 

следует определить экспериментально. Нужно ограничиться всего лишь одним опы-
том, определить из него S и t, тогда найдем из последнего выражения, что 21с .  

Метод анализа размерностей значительно облегчает труд экспериментаторов, 
освободив его от серии опытов, в которых он должен был от опыта к опыту варьи-
ровать время падения, ускорение силы тяжести (в земных условиях это сделать 
трудно), замеряя в каждом опыте путь падения S. 

Отдавая должное простоте и эффективности метода анализа размерностей, не 
следует переоценивать возможности этого метода. Не всегда столь просто можно 
представить зависимости исследуемой величины от исследуемых параметров, как 
это было в предыдущем примере. Одного члена ряда (1.46) может оказаться недос-
таточно для хорошего аналитического описания процесса. Выбирая основные фак-
торы или физические параметры, от которых зависит исследуемая величина, можно 
допустить просчет и не включить в перечень какую-либо важную переменную. 

Таким образом, метод анализа размерностей состоит из следующих этапов: 
 
1) перечисляются факторы, от которых может зависеть исследуемая вели-

чина;  
2) составляется степенной одночлен предполагаемой зависимости;  
3) пишется уравнение размерностей этого одночлена;  
4) приравнивая показатели степени при размерностях основных единиц в 

правой и левой частях уравнения размерностей, получаем систему уравнений, ко-
торая позволяет либо определить показатели степени; либо существенно умень-
шить число неизвестных показателей степени;  

5) возвращаются к одночлену, заменяя конкретными значениями его показа-
тели степени.  

 
1.9. Расчет уширения металла при его прокатке между валками 

 
Рассмотрим вопрос об определении критериев подобия методом анализа раз-

мерностей на примере задачи расчета уширения металла при его прокатке между 
валками [8, 27]. При прокатке прямоугольной полосы, уширение оценивается вели-
чиной  
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01 bbb  ,                                                   (1.48) 
где b1 и b0 - ширина полосы после и до прокатки.  

Выберем величины, от которых зависит уширение:   
 ,,,,,, 00  pDhhbfb                                       (1.49) 

где b0, h0 - размеры полосы до прокатки; h  - обжатие; D - диаметр валков; ,p   - 
нормальное и касательное напряжение на поверхности контакта полосы с валком.  

Функцию (1.49) можно представить в виде отрезка стеленного ряда:  




 
n

i
i iiiiii pDhhbcb

1
00 .                         (1.50) 

Каждое из слагаемых должно быть одной размерности и соответствовать раз-
мерности )(Lb . 

Для произвольного i  - го члена ряда можно записать уравнение размерностей:  
  ,22 iiiiiiiiii LTMLTMLLLLL                   (1.51) 

из которого вытекают три уравнения:  
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                      (1.52) 

Последние два уравнения линейно зависимы, из них следует, что .ii  . От 
системы уравнений (1.52) остается одно уравнение  

.1 iiii  
 
Решаем его относительно 

.1 1 iii   
Следовательно, соотношение (1.50) можно переписать в виде:  




 
n

i
i iiiiiiii pDhhbcb

1

1
00  

или  













 

















 











n

i
i h

ph
D

h
h

h
bcb

iiii

1
.0

000

0  

Полагая, что ,p  получаем окончательную формулу уширения: 
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                         (1.53) 

Отсюда следует, если натура и модель геометрически подобны, то из условия 
idemhb   вытекают критерии подобия:  

.;;;
000

0 idemidem
h
Didem

h
hidem

h
b




              (1.54)  

Чтобы убедиться в правильности уравнения (1.53), проверим его в соответст-
вии с требованиями "  - теоремы" учения о размерностях (см. раздел I).  
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Общее число n -величин, входящих в уравнение (1.50), равно - 7.  
Число k - величин с независимыми размерностями - 3.  
Поэтому, согласно "  - теореме", число критериев подобия должно быть рав-

но:  
.437  knt n  

Таким образом, уравнение связи между критериями подобия (1.53) является 
правильным, поскольку оно находится в соответствии с "  -теоремой".  

Из выражения (1.53) можно получить много формул, придавая конкретные 
значения параметрам iiiiic  ,,,, . Выбор этих параметров может быть произ-
вольным, и каждый раз они будут соответствовать правилам анализа размерностей. 
На практике эти параметры подбирают, исходя из лучшей аппроксимации опытных 
данных.  

Если примем  ,1,0,0...32  iiiinccc  
то получим простейшую эмпирическую формулу:  

.11 hcbилиc
h
b 


                             (1.55)  

Коэффициент 1c  подбирается из опытных данных. Формула справедлива в до-
вольно узких пределах изменения условий прокатки.  

Таким образом, метод анализа размерностей позволяет установить обоснован-
ность той или иной эмпирической формулы. Правильная формула должна быть ча-
стным случаем выражения (1.53). 
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Лекция № 4. Моделирование процессов обработки металлов давлением 

(продолжение) 
 

План 
1.10. Приближенное моделирование 

1.10.1. Принципы приближенного моделирования 
1.10.2. Коэффициенты несоответствия 
1.10.3. Силовое подобие при растяжении 
1.10.4. Силовое подобие при осадке 

Задания для самоконтроля 
 

1.10. Приближенное моделирование 
 

1.10.1. Принципы приближенного моделирования 
 
Чтобы иметь возможность воспользоваться закономерностями законов подо-

бия, необходимо при физическом моделировании создать условия, при которых 
обеспечивается геометрическое подобие модели и натуры и физическое подобие 
процессов, протекающих в них при подобной деформации. Теоретически это может 
быть достигнуто при выполнении критериев подобия. В реальных же условиях мо-
делирования этого не достигается, причем в некоторых случаях отступления от тре-
бования теорий подобия довольно существенны. 

При моделировании с практически достаточной точностью обеспечиваются 
[27]: 

- приблизительное геометрическое подобие модели и натуры; 
- приблизительное геометрическое подобие инструмента; 
- приблизительная одинаковость степени деформации;  
- химический состав металлов модели и натуры относятся к одной марке, но 

к разный плавкам и типосортаразмерам; 
- состав материала инструмента модели и качество их поверхности отли-

чаются от натурных, в связи с чем коэффициенты трения при деформации модели 
и натура обычно различаются;  

- условия нагрева (атмосфера печи, длительность нагрева) модели отлича-
ются от условий нагрева натуры; температура деформации замеряются только 
приблизительно; 

- температуры нагрева и деформация модели полностью не совпадают с 
температурами нагрева и деформации натуры; 

- скорость деформирования точно не удовлетворяет ни одному из критериев 
кинематического подобия. 

Таким образом, в реальных условиях постоянство критериев подобия полно-
стью не обеспечивается, в связи с чем на практике моделирование является только 
приближённым. 

Возникает вопрос, в какой мере пригодны для практики искомые параметры 
исследуемых процессов, полученные при приближенном моделировании? 
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Приближенное моделирование процессов обработки металлов давлением воз-
можно, а получаемые при таком приближенном моделирования результата вполне 
устраивают практику. 

Пригодность получаемых при приближённом моделирования результатов для 
практики проверяется самими данными, т.е. теми данными, которые получаются 
при натурных исследованиях в производственных условиях. Эти данные даже при 
современных методах исследования весьма сильно колеблются; при этом погреш-
ность нередко составляет I5... 25%. 

Такие значительные колебания данных, получаемых в производственных ус-
ловиях, определяются очень многими факторами: 

 точностью самих измерительных приборов, в первую очередь месдоз, 
работающих обычно в тяжелых условиях (перекос, колебания температуры среды); 

 точностью показаний приборов, применяемых для замера температур, и  
индивидуальными особенностями работников, осуществляющих эти замеры; 

 колебания и неравномерностью температур нагрева металла; 
 колебаниями величин деформации и др. 
Все эти факторы не могут не сказаться на искомых параметрах при натурных 

исследованиях, которые в определенной смысле также являются приближенными. 
Поэтому различия межу значениями, полученными при моделировании, и результа-
том натурных исследований связали не только с неточностью моделирования, но и с 
погрешностями самих натурных исследований. 

При моделировании должны выполняться многие критерии подобия. Влияние 
их на процессы различно. Некоторые из критериев, если не соблюдается их посто-
янство в модели и натуре, влияют на количественные значения искомого параметра 
процесса настолько незначительно, что таким влиянием можно пренебречь. Очевид-
но, что несоблюдение этих критериев при моделировании нельзя рассматривать как 
существенное нарушение условий подобия, хотя по этому критерию моделирование 
будет только приближенным. 

В связи с этим при постановке задачи по моделированию в каждом отдельном 
случае, если нет возможности выполнить все критерии подобия, необходимо вы-
явить те из них, которые следует предпочесть, т.е. те, которые оказывают наиболее 
существенное влияние на ход процесса. 

Таким образом, можно сформулировать следующие принципы приближенного 
моделирования: 

1) на основе общего анализа исследуемого процесса определяют условия подо-
бия и все критерии подобия, характеризующие процесс; 

2) в зависимости от постановки задачи определяют критерии подобия, ко-
торые оказывают наиболее существенное влияние на те параметры процесса, ко-
торые необходимо определить при моделировании; 

3) при невозможности в достаточной мере выполнить наиболее существен-
ные критерии используют соответствующие зависимости, учитывающие отступ-
ления от полного подобия. 

 
1.10.2. Коэффициенты несоответствия 

 
Основные зависимости закона подобия при деформации геометрических по-

добных тел при приближённом моделировании записываются в виде [27]:  
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2
1mPP MH  ;                                             (1.56) 

3mNN MH  ,                                            (1.57) 
где 1  и - коэффициенты несоответствия.  

Коэффициенты 1  и , когда они не равны единице, характеризуют отступле-
ния действительных условий при приближенном моделировании от условий, опре-
деляемых критериями, обусловленными теорией подобия процесса.  

При реальном моделировании отступления от подобия могут быть самыми 
различными. Они могут определяться несоответствием температуры деформации 
натуры и модели, несоответствием скоростей деформации, геометрических размеров 
деформируемых тел, степени деформации, природы деформируемых материалов и 
т.д. 

В связи с этим общий коэффициент несоответствия  может быть представ-
лен как произведение частных коэффициентов, каждый из которых отражает несо-
ответствие условий подобия для отдельных параметров процесса: 

...Mvt   ,                                     (1.58) 
где t , v ,  ,  , M  - коэффициенты, учитывающие влияние отступления от 
полного подобия для соответствующих параметров процесса: температуры, скоро-
сти деформации, степени деформации, трения, природы деформируемого материала 
и т.д. 

Чтобы определить силовые параметры процессов обработка давлением при 
приближенном моделировании в условиях, когда имеются отступления от требова-
ний, вытекающих из теории подобия, при которых коэффициент несоответствия  
отличается от единицы, необходимо иметь возможность во всех случаях определять 
его значение. Точное определение коэффициентов несоответствия - задача довольно 
сложная, поскольку их величина зависит от целого ряда факторов, влияющих на 
процессы. Вместе с тем в ряде случаев нет необходимости в их точном определении, 
так как вполне удовлетворительные для практики решения получаются и при ис-
пользовании приближенных значений коэффициентов несоответствия. 

 
1.10.3. Силовое подобие при растяжении 

 
Действие закона подобия при деформации растяжением изучали следующим 

образом [27]. Были изготовлены стальные образца трех типов, различающиеся по 
размерам, но имевшие одинаковое отношение расчетной длины образца к его диа-
метру: 

Таблица 1 - Типоразмеры образцов 
 

Тип образца I II III 
Диаметр, d, мм 6 10 60 
Расчетная длина, мм  30 50 300 

 
Масштабы m  и показатели 2m  подобия в этом исследовании были равны: 
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1m  = 10/6 = 1,66; 2
1m  = 2,76; 2m  = 60/6 = 10; 2

2m  = 100; 3m  = 60/10 =6; 2
3m  = 36. 

Образцы растягивали при 20 и 900°С со скоростью 2...6 мм/мин (скорость де-
формации составляла примерно 5  10-4 с-1). Для нагрева образца на машинах уста-
навливали электрические печи. 

Условно принимаем образец типа I за модель.  
По закону подобия разрушающее усилие натуры 

MH PmP 2 . 
Тогда для образца типа II и III разрушающие усилия должны быть: 

1
2
12 PmP    1

2
23 PmP      2

2
33 PmP  . 

В последнем случае за модель принят образец типа II. В действительности для 
стали марки Ст. 3 нашли: 2

1m  = 2,74, 2
2m  = 80,5 и 2

3m  = 29,5. Показателя подобия  
2
2m   и  2

3m   примерно на 20...22% меньше показателей, рассчитанных по закону по-
добия. 

 Придел прочности по закону подобия для натуры и модели должен быть оди-
наковым, в опытах же для стала марки Ст. 3 при масштабах моделирования 1:6 и 
1:10 разница достигла 18%. 

При растяжении образцов из стали 45 получили следующие значения: 
2
1m  = 2,72, 2

2m  = 104,0 и 2
3m  = 38,4. 

Отношения пределов прочности оказались соответственно равными 0,99; 1,05 
и 1,05 (вместо 1,0). 

При горячем растяжении образцов показатели подобия по разрушающему 
усилию получилась соответственно равными: 2

1m  = 2,82, 2
2m  = 97,2 и 2

3m  = 34,6.  
Разница пределов прочности, полученных при растяжении этих образцов, не 

превышала 2%. 
Полученные данные, таким образом, показывают, что при растяжении образ-

цов, когда масштаб подобия изменяется в пределах от 1,66 до 10, закон пластиче-
ского подобия выполняется с достаточно удовлетворительной точностью. 

 
1.10.4. Силовое подобие при осадке 

 
Осадке подвергали цилиндрические образцы из чистого алюминия при ком-

натной температуре как при сухом трении (плиты пресса и поверхность образцов 
протирали ацетоном), так и со смазкой касторовым маслом [12, 27]. 

Осадку осуществляли на прессах со скоростью 0,2 мм/с. По достижению за-
данной степени деформации процесс сжатия прекращали и фиксировали достигну-
тое давление. После измерения образцов их вновь сжимали. Суммарная степень де-
формации достигала 87%. Из рис. 1.2 видно, что подученные кривые зависимости 
усилия осадки от степени деформации качественно одинаковы.  
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а) 
 

б) 
Рис. 1.2. Зависимость усилия осадки Р от степени деформации   для цилиндриче-

ских образцов из алюминия: а - без смазки; б - со смазкой касторовым маслом;  
1 – Н = d = 147 им; 2 – Н = d =100 мм; 3 - Н =d = 50 мм;  

4 - Н = d = 33 мм 
 

Для дальнейшего анализа по опытным кривым составили табл. 1.2, в которой 
приведены значения усилия при различных условиях моделирования, а также отно-
шения соответствующих величин при разных масштабах моделирования. Здесь РI - 
усилие для образца размером 20  20 мм; Р2 - для образца 50  50 мм, Р3- для образца 
100  100 мм; Р4 - для образца 147  147 мм (диаметр  высота).  
 

Таблица 1.2 - Усилие осадки и их отношения при осадке алюминиевых образцов 
 

Усилия, кН Степень 
деформа-

ции, % Р1 Р2 Р3 Р4 
Р2/Р1 Р3/Р1 Р4/Р1 Р3/Р2 Р4/Р2 Р4/Р3 

Без смазки 

10 28 170 720 1500 6,1 25,7 53,5 4,25 8,80 2,08 
20 38 240 1020 2000 6,35 26,7 52,5 4,25 8,35 1,98 
30 58 320 1280 2700 6,40 25,6 54,0 4,00 8,45 2.11 
40 68 430 1660 3500 6,30 24,4 51,5 3,96 8,15 2,11 
50 95 600 2400 5000 6,23 25,0 52,6 4,00 8,35 2,09 
60 140 900 3640 7500 6,42 26,0 53,6 4,05 8,35 2,06 
70 260 1670 6860 13300 6,45 26,4 51,4 4,12 7,95 1,94 
80 650 3900 - - 6,00 - - - - - 

среднее 6,30 25,7 52,7 4,09 8,33 2,05 
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Продолжение табл. 1.2 
 

Усилия, кН Степень 
деформа-

ции, % Р1 Р2 Р3 Р4 
Р2/Р1 Р3/Р1 Р4/Р1 Р3/Р2 Р4/Р2 Р4/Р3 

Сказка – касторовое масло 
10 26,0 160 700 1420 6,15 27,0 54,7 3,90 7,90 2,03 
20 40 230 1000 2000 5,75 25,0 50,0 4,35 8,7 2,00 
30 50 300 1250 2680 6,00 25,0 53,6 4,15 8,9 2,15 
40 70 400 1650 3500 5,75 23,6 50,0 4,10 8,8 2,12 
50 90 530 2250 4750 5,90 25,0 52,6 4,30 9,0 2,11 
60 130 750 3150 6500 5,80 24,2 50,0 4,20 8,7 2,08 
70 220 1200 5000 11000 5,50 22,8 50,0 4,20 8,2 2,10 
80 530 2950 11500  5,6 - — 3,90 - - 

среднее 5,9 24,7 51,5 4,14 8,6 2,08 
 
Таким образом, полученные опытные данные убедительно показывают, что 

при сжатии образцов, когда масштаб подобия, изменяясь от 1,5 до 8,65, закон подо-
бия выполняется с достаточной для практики точностью. 

Масштабы и показатели подобия в этом исследовании были равны: 

1m  = 50/20 = 2,5;   2
1m  = 2,52 = 6,25;   2m  = 100/20 = 5;   2

2m  = 52 = 25; 

3m  = 147/20 = 7,35;   2
3m  = 7,352 = 54;    4m  = 100/50 = 2,0;   2

4m  = 22 = 4; 

5m  = 147/50 = 2,94;  2
5m  = 2.942 = 8.65;  6m  = 147/100 =1,47;  2

6m  = 1.472 = 2.16. 
 

Задания для самоконтроля 
 

1. Какие вопросы позволяет изучать моделирование на основе теории по-
добия? 

2. Изложите содержание первой теоремы подобия. 
3. Что вкладывают в понятие критериев подобия? 
4. Сформулируйте сущность второй теоремы подобия. 
5. Расскажите об основном содержании « -теоремы». 
6. Сформулируйте третью теорему подобия.  
7. Расскажите, каким образом могут быть получены критерии подобия. 
8. Перечислите, какие уравнения и соотношения входят в полную систему 

дифференциальных уравнений теории пластического течения Леви-Мизеса. 
9. Сформулируете граничные условия при моделировании операции осадки. 
10. Какие точки называются сходственными точками натуры и модели? 
11. Как связаны между собой усилие осадки натуры и модели? 
12. Расскажите, каким образом можно пересчитать мощность процесса 

осадки натуры, если известна мощность осадки модели? 
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13. Перечислите особенности моделирования скоростных процессов холод-
ной пластической деформации? 

14. Возможно ли моделирование скоростных процессов на материале на-
туры? 

15. Расскажите об особенностях моделирования процессов горячей пла-
стической деформации. 

16. С какими явлениями связаны критерии подобия горячей штамповки? 
17. Какие условия опыта Вы должны выполнить, чтобы осуществить при-

ближенный модельный эксперимент по горячей деформации на одном материале? 
18. Перечислите основные положения теории размерностей. 
19. Приведите пример использования метода анализа размерностей. 
20. Расскажите об этапах метода анализа размерностей. 
21. Дайте пояснения об определении критериев подобия методом анализа 

размерностей на примере задачи расчета уширения металла при его прокатке 
между валками. 

22. Перечислите принципы приближенного моделирования процессов обра-
ботки металлов давлением. 

23. В какой мере пригодны для практики искомые параметры исследуемых 
процессов, полученные при приближенном моделировании? 

24. Дайте понятие коэффициента несоответствия. 
25. Расскажите о силовом подобии при растяжении. 
26. Расскажите о силовом подобии при осадке. 
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Лекция № 5. Геометрические методы исследований деформированного 

состояния. Метод делительных сеток 
 

План 
2.1. Постановка задачи и основные предположения 
2.2. Геометрические методы исследования деформированного со-

стояния 
2.3. Выбор базы сеток. Точность нанесения и измерения дели-

тельной сетки 
2.4. Способы обработки искаженной делительной сетки 

2.4.1. Методы конечных деформаций 
 

 
Развитие машиностроения и металлообработки происходит в направлении 

увеличения удельного веса обработки металлов давлением и повышения роли куз-
нечно-штамповочного производства. Широкое применение процессов обработки 
металлов давлением в промышленности позволяет  получать заготовки и изделия 
высокой точности с заданными механическими свойствами при высокой производи-
тельности и низкой себестоимости. 

Перед кузнечно-штамповочным производством поставлены задачи по созда-
нию новых, прогрессивных технологических процессов и высокопроизводительных 
кузнечно-прессовых машин, интенсификации производства, экономии материала и 
повышению качества продукции. Выполнение этих задач немыслимо без развития и 
совершенствования теоретических и экспериментальных методов исследования 
процессов пластического формоизменения металлов. 

Теоретические методы исследования базируются на прикладной теории пла-
стичности. При этом реальные процессы обработки металлов давлением схематизи-
руются, а реальные свойства материалов идеализируются. Часто результаты теоре-
тического анализа не позволяют полностью ответить на целый ряд вопросов, кото-
рые ставит практика перед технологами и конструкторами, занимающимися штам-
повкой. Следует отметить, что во многих случаях в силу значительных математиче-
ских трудностей не представляется возможным получить теоретические решения, 
поэтому встает задача одновременного развития и экспериментальных методов ис-
следования, позволяющих получить практические решения наиболее важных про-
блем пластического формоизменения металла, а также проверить, если это необхо-
димо, теоретическое решение. 

В связи с развитием методов исследований изменился круг вопросов, которые 
интересуют специалистов по обработке металлов давлением. Теперь уже недоста-
точно получить информацию о потребном усилии процесса, затратах мощности на 
осуществление той или иной технологической операции. Исследователей и техноло-
гов интересуют локальные явления и характеристики процессов. Им нужно знать 
характер распределения напряжений, особенности пластического течения материа-
ла, неравномерность деформаций в любой части пластической области. Накопление 
таких данных позволяет лучше понять механику протекания процессов, выявить об-
ласти, наиболее опасные с точки зрения разрушения, оценить неравномерность на-
копленной деформации и тем самым предсказать ожидаемые механические свойства 
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готового изделия, получить необходимую информацию для определения силовых и 
энергетических характеристик процессов. 

Экспериментальное исследование влияния технологических параметров про-
цессов обработки металлов давлением на характеристики деформации и напряжений 
в локальных объемах при перемещении их в пластической области позволяет, в не-
котором смысле, управлять этими процессами. 

Ниже кратко излагаются методы оценки деформированного состояния и не-
равномерности деформаций в процессах осесимметричного и плоского пластическо-
го течения материала при обработке его давлением. 

 
2.1. Постановка задачи и основные предположения 

 
Для оценки локальных и интегральных характеристик деформированного со-

стояния в теле выделяют элементарный объем и следят за перемещением этого объ-
ема в пластической области. Оценку  деформированному состоянию дают по изме-
нению размеров и формы  выделенного объема (по перемещениям характерных то-
чек) или же по изменению физико-механических свойств материала этого объема в 
процессе деформации. В первом случае методы изучения деформированного со-
стояния называются геометрическими. Обычно предполагается, что тело изотропно, 
а деформация в пределах выделенного объема однородна. Если размеры, характери-
зующие выделенный элементарный объем, малы, то полученные средние параметры 
формоизменения в этом объеме могут быть отнесены к центру его и рассматривать-
ся как локальные. 

Размеры выделенного объема должны быть выбраны такими, чтобы получен-
ная информация была достаточно надежной для оценки локальной деформации. Чем 
меньше размеры выделенного объема, тем с большим основанием можно отнести 
полученные характеристики деформированного состояния к центру ячейки и повы-
сить точность определения локальных характеристик. С другой стороны, выбор 
очень малых размеров объемов может привести к проявлению микронеоднородно-
сти и микроанизотропии зерен кристаллического тела и уменьшению точности из-
мерения размеров объема, что вызовет погрешность оценки характеристик дефор-
мированного состояния. Поэтому важное значение имеет правильный выбор опти-
мальных размеров выделенного элементарного объема. 

Осесимметричное и плоское пластическое течения материала в процессах об-
работки металлов давлением характеризуются тем, что в теле можно выделить глав-
ные плоскости деформаций (скоростей деформаций), которые в процессе деформи-
рования заготовки не искажаются. Это обстоятельство позволяет произвести оценку 
деформированного состояния по перемещению характерных точек или по измене-
нию механических и физических свойств материала плоской элементарной фигуры, 
выделенной в этой плоскости. 

Основная задача анализа деформированного состояния – установить величины 
главных деформаций (скоростей деформаций), определить направление главных 
осей, вычислить накопленную интенсивность деформаций в любой точке пластиче-
ской области деформируемого тела в процессе пластического формоизменения. 
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2.2. Геометрические методы исследования деформированного состояния 
 
Все экспериментальные геометрические методы изучения деформированного 

состояния при пластическом формоизменении можно  разделить на три группы:  
1) методы конечных деформаций;  
2) поэтапные методы исследования;  
3) методы течения. 
Первая группа методов базируется на деформационной теории пластичности. 

Основные характеристики локального формоизменения определяются путем сопос-
тавления конечной и начальной форм и размеров выделенного элементарного объе-
ма. Принимается, что элементарная сфера в результате деформации превращается в 
эллипсоид, главные оси которого определяют направление главных осей деформа-
ций. Главные компоненты деформаций определяются как натуральные логарифмы 
отношений главных диаметров эллипсоида к диаметру исходной сферы. Принима-
ется, что направление главных осей напряжений совпадает с направлением главных 
осей конечных деформаций. Интенсивность накопленной деформации сдвига опре-
деляется значениями главных компонентов конечных деформаций 1e , 2e , 3e  по вы-
ражению 

 2
3

2
2

2
12 eeeГ                                                 (2.1) 

и характеризует  физическое состояние материала и работу, затрачиваемую на фор-
моизменение. 

Вторая группа методов также базируется на деформационной теории. Весь 
процесс формоизменения разбивается на ряд этапов. На каждом этапе характери-
стики формоизменения определяются, как и в случае конечных деформаций. Накоп-
ленное значение интенсивности сдвиговой деформации Г  получается суммирова-
нием этапных значений iГ :  


i

iГГ .                                                    (2.2) 

Направления главных осей деформаций на каждом этапе считают совпадаю-
щими с направлениями главных осей напряжений. 

Третья группа методов базируется на теории пластического течения. Эти ме-
тоды  основаны на непрерывном наблюдении за изменением формы и размеров эле-
ментарного объема, которые рассматриваются как непрерывные функции некоторо-
го параметра (времени, перемещения в пластической области и т.п.). Текущие зна-
чения компонентов скоростей деформаций (производных по параметру) определя-
ются в любой стадии процесса в произвольной, но обоснованно выбранной системе 
координат и используются как для нахождения текущего положения главных осей 
скоростей деформаций, так и для определения интенсивности скорости деформации 
Г  (производных интенсивности деформаций сдвига по параметру  Г ). 

Величина накопленной интенсивности сдвиговой деформации находится ин-
тегрированием по параметру 

   dГГ .                                                        (2.3) 
Таким образом, три группы геометрических методов изучения деформирован-

ного состояния при пластическом формоизменении отличаются главным образом 
способом обработки полученной информации. 
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Первая группа методов пригодна для анализа процессов обработки металлов 
давлением при монотонном формоизменении, когда главные оси деформаций в те-
чение всего процесса пластического формоизменения совпадают с одними и теми 
же материальными волокнами, а вид деформированного состояния остается неиз-
менным. 

Две другие группы методов позволяют анализировать процессы обработки 
металлов давлением при немонотонном формоизменении в условиях сложного на-
гружения. Следует отметить, что третья группа геометрических методов изучения 
деформированного состояния предпочтительнее других, так как дает более надеж-
ную информацию о физическом состоянии тела и затраченной работе деформации. 

 
2.3. Выбор базы сетки. Точность нанесения и измерения делительной сетки 

 
Условие однородности деформации в пределах ячейки делительной сетки вы-

полняется тем точнее, чем меньше размеры базы сетки. С другой стороны, умень-
шение базы сетки повышает требования к точности измерения, а также приводит к 
влиянию структурной микронеоднородности. Исследования, выполненные под ру-
ководством И.П. Ренне, показали [16, 17, 19], что точность определения локальных 
деформаций с уменьшением базы сетки резко снижается. Минимальные размеры 
ячейки не должны быть меньше 0,2…0,3 мм. В этом случае влияние структурной 
неоднородности мало. При такой базе сетки требования к точности нанесения и из-
мерения остаются высокими. Обычно  размеры ячейки делительной сетки выбира-
ются в соответствии с размерами исследуемой пластической области. При значи-
тельных деформациях, когда квадратная сетка превращается в сильно вытянутый 
параллелограмм, целесообразно за исходную ячейку принимать прямоугольник, вы-
сота которого в направлении течения меньше ширины. Такая форма ячейки в этом 
случае оказывается более удобной, чем квадратная. 

Точность нанесения делительной сетки тем выше, чем больше увеличение и 
меньше цена деления оптического измерительного устройства, используемого для 
нанесения сетки. Так, если ведется отсчет по окулярам микроскопа УИМ-21 (х 30), 
точность шага  сетки обеспечивается с отклонением  (1,5…2) мк, а при отсчете по 
компоратору прибора ПМТ-3 (х 130 и х 487) с отклонением   (0,75…1) мк. 

Высокая точность измерения обеспечивается правильной геометрической 
формой риски. При значительных деформациях правильная геометрическая форма 
риски теряется, центральная линия риски (след острия индентора) размывается и 
четко не просматривается, что приводит к заметному снижению точности измерения 
деформированной сетки. Точность измерения становится тем ниже, чем шире риска 
и больше угол при вершине индентора. Поэтому продольные риски (совпадающие с 
направлением течения материала) можно наносить обычным индентором прибора 
ПМТ-3 с углом при вершине 1350, а поперечные (расширяющиеся при деформации) 
– специальным индентором с углом при вершине 600. Исследования, проведенные 
И.П. Ренне с сотрудниками кафедры технологии штамповочного производства, по-
казали, что точность измерения координат узловых точек искаженной в результате 
деформации сетки практически не зависит от увеличения  в пределах 30…130. Аб-
солютная погрешность измерения линейного размера составляет   (3…6) мк. 
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Лекция № 6. Геометрические методы исследований деформированного со-

стояния. Метод делительных сеток (продолжение) 
 

План 
2.4. Способы обработки искаженной делительной сетки 

2.4.1. Методы конечных деформаций 
2.4.1.1. Метод Зибеля 
2.4.1.2. Метод П.О. Пашкова 

2.4.2. Поэтапные методы исследования 
2.4.2.1. Модернизированный метод П.О. Пашкова 
2.4.2.2. Метод визиопластичности 

2.4.3. Методы течения. Метод И.П. Ренне 
2.5. Совершенствование способа обработки искаженной делительной 

сетки при исследовании пластического формоизменения 
Задания для самоконтроля 

 
2.4. Способы обработки искаженной делительной сетки 

 
2.4.1. Методы конечных деформаций 

 
2.4.1.1. Метод Зибеля 

 
Пусть имеется исходная квадратная сетка, нанесенная в главной плоскости 

деформируемого тела. Впишем в нее окружность. При деформации окружность пре-
вращается в эллипс. Если в течение процесса деформации оси квадрата совпадают с 
главными осями, то квадрат станет прямоугольником, а вписанная в него окруж-
ность – эллипсом, оси которого совпадают с осями прямоугольника и главными 
осями. Если же в процессе деформации изменится направление главных осей, кото-
рые в начальный момент совпадают с осями квадрата, то квадрат превратится в па-
раллелограмм, а окружность – в эллипс, направление осей которого совпадает с  но-
вым направлением главных осей (рис. 2.1). 

Величины главных истинных деформаций можно определить по формулам 

0
1 a

ae ln ; 
0

2 a
be ln ; 213 eee  ,                           (2.4) 

а интенсивность деформации сдвига – по формуле 

21
2
2

2
12 eeeeГ  ,                                           (2.5) 

где 02a  - диаметр вписанной в квадрат окружности (сторона квадрата); a  и b  - по-
луоси эллипса, вписанного в параллелограмм деформированной сетки. 
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а) б) 

 
Рис. 2.1 

 
Направление главных осей характеризуется углом  . Для аналитического оп-

ределения полуосей деформированного эллипса и угла   необходимо знать точки 
касания эллипса со стороны параллелограмма. В начальный момент окружность со-
прикасалась со сторонами квадрата в их центральных точках. Будем считать, что 
при дальнейшем деформировании точки касания не переместятся вдоль деформиро-
ванных сторон и будут делить их пополам. В результате этого диаметры эллипса 
AB  и CD  окажутся сопряженными. 

Используя теорему Аполлония о связи между сопряженными диаметрами и 
полуосями эллипса, получаем следующие соотношения: 

2
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a
btgtg  ;                                                   (2.6) 

  baba sin11 ;                                           (2.7) 
222

1
2
1 baba  .                                             (2.8) 

Из соотношений (2.7) и (2.8) следует: 
   sin11
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2 2 bababa ;                                  (2.9) 

   sin11
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2 2 bababa ,                                (2.10) 
  

или 
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1 2 bababa ;                                 (2.11) 

 sin11
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Таким образом, 
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После возведения этих выражений в квадрат, приведения подобных членов и 
извлечения корня, окончательно будем иметь 
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Величины главных деформаций 1e , 2e , 3e  определим по выражениям 
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lnln ;           (2.18) 

213 eee  .                                               (2.19) 

Найдем угол  . Так как  




tgtg
tgtgtgtg

1
, то с помощью выражения 

(2.6) получим уравнение для определения  : 
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Решение этого уравнения приводит к выражению 
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 .                   (2.20) 

 
2.4.1.2. Метод П.О. Пашкова 

 
Этот метод основан на сопоставлении квадратной ячейки до деформации и 

ячейки в виде параллелограмма после деформации с использованием свойства экс-
тремальности главных деформаций. Пусть квадратная ячейка, нанесенная в главной 
плоскости, превращается в параллелограмм со сторонами 1a  и 1b  и углом 1  между 
ними (рис. 2.2).  
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а) б) 
 

Рис. 2.2 
 

Поворот сторон относительно системы координат YX  характеризуется угла-
ми 1  и 1 . Отрезок ОM , имеющий до деформации длину 0l , определяемую выра-
жением 

  2
0

22
0

22
0

2
0 1 ananal  ,                                         (2.21) 

и ориентацию, связанную с величиной n , после деформации будет иметь длину 1l  и 
новую ориентацию, определяемую углом 1 : 
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1 2  cosnbaanbl ;                                        (2.22) 
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где 11 2



 . 

По условию однородности деформации и монотонности процесса величина n  
считается постоянной. 

Деформация отрезка OM , определяемая по выражению 
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 ,                       (2.24) 

в общем случае не является главной. Используя свойство экстремальности главных 
деформаций, найдем значения n , определяющие положение главных осей: 
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Подставляя значения 1n  и 2n  в уравнение (2.24), получаем 
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т.е. результат, тождественный полученному по методу Зибеля. 
Направление главных осей и интенсивность деформации сдвига определяют 

соответственно по выражениям (2.23) и (2.5). 
 

2.4.2. Поэтапные методы исследования 
 

2.4.2.1. Модернизированный метод П.О. Пашкова 
 
Изложенный выше метод П.О. Пашкова не пригоден для оценки деформаций 

при поэтапном исследовании, так как он основан на преобразовании начальной 
квадратной ячейки в параллелограмм. И.П. Ренне обобщил этот метод на случай, ко-
гда начальная ячейка есть параллелограмм. Это позволило применить модернизиро-
ванный метод П.О. Пашкова для поэтапного исследования процесса пластического 
формоизменения. 

Рассмотрим элемент в виде параллелограмма до и после малого этапа дефор-
мации (рис. 2.3). 

 

 

 

а) б) 
 

Рис. 2.3 
 
Отрезок прямой OM , имеющей длину 0l  и ориентацию в системе координат 

X , Y , определяемую углом 0 , после этапа деформации изменяет свою длину до 
величины l  и занимает новое положение 11MO , определяемое углом  . Положение 
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сторон ячейки до и после этапа деформации фиксируется относительно системы ко-
ординат YX ,  величинами углов 0 , 0  и  ,  . 

Из геометрических соображений находим 
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Деформацию отрезка OM  определим по выражению 
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В общем случае деформация, определяемая выражением (2.31), не является 
главной. Используя свойство экстремальности главных деформаций, можно найти 
значения n , определяющие положение главных осей: 
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Направление главных осей в исходном и деформированном состояниях будет 
найдено по выражениям (2.29) и (2.30) после подстановки найденных величин 1n  и 

2n . Главные деформации 1e  и 2e  определяются по формуле (2.31) после подстанов-
ки величин 1n  и 2n . Интенсивность деформации сдвига Г  находится по формуле 
(2.5). Такое обобщение формул П.О. Пашкова оказывается весьма удобным при по-
этапном изучении процесса формоизменения. 

 
2.4.2.2. Метод визиопластичности 

 
Метод визиопластичности разработан Томсеном, Фришем и Янгом и приме-

нен к анализу процесса обратного выдавливания прутков и труб (рис. 2.4) в стацио-
нарной стадии пластического течения [10]. 
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Рис. 2.4 
 

Метод дает возможность опре-
делить компоненты скоростей течения, 
траектории перемещения элементар-
ных объемов деформированного тела 
(частиц металла), скорости деформа-
ций и накопленную интенсивность де-
формаций в каждой точке пластиче-
ской области. Исходной деформацией 
для этого служит экспериментально 
установленное поле смещений элемен-
тарных объемов деформированного 
тела на каждом фиксированном по 
времени этапе деформирования. 

В плоскости симметрии деформируемого тела (в меридиональной плоскости)  
наносилась квадратная сетка. После каждого малого этапа деформации искаженная 
сетка фотографировалась. Негативы фотографий проектировались на миллиметро-
вую бумагу с увеличением в десять раз и вычерчивалось мгновенное положение то-
чек пересечения (узлов) линий сетки. На основании этого получали траектории час-
тиц металла. Одновременное измерение перемещения частиц за соответствующий 
этап деформации и времени этапа дает возможность найти величину и направление 
скорости. 

Компоненты скорости деформаций определили с помощью уравнений линей-
ной теории деформаций. В цилиндрической системе координат r ,  , z  компоненты 
скоростей деформаций при стационарном и пластическом течении материала нахо-
дили по формулам 
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где u  и V  - компоненты скорости частицы в направлении осей z  и r  соответствен-
но. 

Накопленная интенсивность линейных деформаций может быть определена по 
выражению 
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где ie
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 - интенсивность скоростей линейных деформаций, 
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Суммирование производится по времени вдоль линий тока. 
Направление главных осей скоростей деформаций в любой точке пластиче-

ской области находим по формуле 
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2 ,                                                (2.38) 

где   - угол, который составляет направление главной скорости деформации с осью 
z . 

Следует отметить, что использование уравнений линейной теории малых де-
формаций (2.35) вносит в определение накопленной деформации и направления 
осей главных скоростей деформации ошибку неопределенной величины в силу не-
учета вращения окрестности точки как жесткого целого. 

 
2.4.3. Методы течения. Метод И.П. Ренне 

 
Для анализа процессов установившегося пластического течения при немоно-

тонном формоизменении широкое применение нашел метод течения И.П. Ренне. Он 
основан на непрерывном наблюдении за изменением положения и длины двух базо-
вых отрезков делительной сетки, нанесенной в главной плоскости, при ее переме-
щении в очаге деформации. Метод был использован при экспериментальном изуче-
нии стационарных процессов осесимметричного течения при волочении, прессова-
нии и обратном выдавливании. 

Рассмотрим сущность метода и основные соотношения. 
В любом малом объеме деформируемого тела при немонотонном формоизме-

нении напряженное и деформированное состояния могут быть описаны зависимо-
стями компонентов тензоров напряжений и деформаций от некоторого параметра  , 
определяющего процесс формоизменения. Интенсивности линейных и сдвиговых 
деформаций также являются функциями этого параметра: 

    .;  ГГee ii  
Они могут быть найдены интегрированием по   производной интенсивности 

линейной деформации 
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i                                       (2.39) 

или по производной интенсивности сдвиговой деформации 

 






 dГdГГ ,                                     (2.40) 

где 
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 .                          (2.41) 

Система координат ( x , y , z ) выбрана так, что оси x , y лежат в главной плос-
кости деформаций. 

Таким образом, при немонотонном формоизменении задача обработки резуль-
татов искажения делительной сетки сводится к нахождению производных от компо-
нентов деформации по параметру, определяющему процесс деформирования, и ин-
тегрированию соотношений (2.39) или (2.40) с целью нахождения интенсивности 
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деформаций. Направления текущих главных осей, лежащих в плоскости делитель-
ной сетки, определятся по выражению 

yx ee
xytg



2 .                                              (2.42) 

При вычислении производных от компонентов деформаций удобно пользо-
ваться подвижной системой координат ( x , y ), одна из осей которой связана с на-
правлением одной из сторон ячейки делительной сетки (рис. 2.5). Пусть с отрезком 
a  будет связана ось x  подвижной системы координат. Непрерывное наблюдение за 
изменением положения и длин двух отрезков a  и b , лежащих в главной плоскости, 
позволяет найти функциональные зависимости 
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                                            (2.43) 

 

 
 

а) б) 
 

Рис. 2.5 
 
В случае установившихся (стационарных) процессов волочения, прессования 

и прокатки в качестве параметра можно и удобно выбрать номер ячейки. Изменения 
длин отрезков и углов в процессе деформирования могут быть представлены в виде 
графиков или таблиц. Рассмотрим вопрос об определении производных от компо-
нентов деформаций. Пусть нам известны размеры ячейки a  и b  в какой-то момент 
деформирования, тогда 

.;ln
a
ae

a
ae xx




0
                                           (2.44) 

Обозначим размеры отрезка, перпендикулярного к главной плоскости в на-
правлении оси z  в начальный и рассматриваемый моменты времени, соответственно 

0c  и c . В этом случае, 
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c
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c
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Запишем выражение для элементарного объема, построенного на параллело-
грамме в основании с высотой c : 

 cbaFcV  cos .                                           (2.46) 
Относительное изменение элементарного объема определим по выражению   

  0
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Сопоставляя полученное выражение с выражением для первой производной от 
условия несжимаемости 

0 zyx eee                                                  (2.48) 
и учитывая соотношения (2.44) и (2.45), устанавливаем, что 
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Таким образом, для производных от компонентов деформаций по периметру 
получаем выражения 
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 ;; ,                                (2.50) 

в которые входят величины линейных и угловых характеристик деформируемой 
ячейки и производные от них. Для определения производной от компоненты сдви-
говой деформации xy  воспользуемся формулами преобразования компонентов 

скорости деформации при повороте осей x , y  вокруг оси z  на угол 

2

. В этом 

случае ось x  совпадает с отрезком b . Поэтому, с одной стороны, 

b
bex



1 ,                                                     (2.51) 

а, с другой, 
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Подставим в это выражение значение 
1xe  из уравнения (2.51), получим 
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     tgeetg yxxy .                                   (2.52) 

Укажем последовательность работ при анализе стационарных процессов об-
работки металлов давлением: 

1) наносится делительная сетка в главной плоскости деформаций. За началь-
ную элементарную ячейку принимается квадрат. В процессе деформирования изме-
няются координаты узловых точек сетки. Так как процесс стационарный, то оста-
новка процесса в момент реализации стационарной стадии дает полную картину ис-
кажения делительной сетки за всю стадию. Каждая ячейка сетки при движении 
вдоль траектории (линии тока) занимает последовательные положения ячеек; 
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2) измеряются координаты узловых точек сетки вдоль фиксированных линий 
тока. По этим координатам определяются размеры a  и b  сетки и угловые характе-
ристики  ,   и  , равный    (см. рис. 2.5). Результаты заносятся в табл. 2.1. 

 
Таблица 2.1 

 
  a  b      
0  0a  0b  0  0  

1  1a  1b  1  1  

2  2a  2b  2  2  
… … … … … 

 
3) находятся производные от параметров ячейки a , b ,   разностным методом, 

например: 

2
11  

 ii
i

aaa ,                                         (2.53) 

где i  - номер рассматриваемой ячейки; 
4) определяются производные от компонентов деформаций по параметру xe , 

ye , ze , xy  с учетом формул (2.50) и (2.52); 
5) вычисляются величины производных по номеру ячейки от интенсивности 

деформаций в каждой точке вдоль линии тока по формуле (2.41); 
6) определяется величина накопленной интенсивности сдвиговой деформации 

по выражению (2.40). Интегрирование выполняется вдоль линии тока по номеру 
ячейки; 

7) находится направление главных осей в текущий момент деформации в каж-
дой точке линии тока в соответствии с уравнением (2.42). Полученная информация 
достаточна для оценки деформированного состояния в любой точке линии тока. 

 
2.5. Совершенствование способа обработки искаженной делительной сетки  

при исследовании пластического формоизменения 
 

Обработка искаженной деформацией координатной сетки, нанесенной в глав-
ной плоскости пластически деформируемого тела, дает более достоверную инфор-
мацию о характере напряженно-деформированного состояния по сравнению с дру-
гими геометрическими методами исследования в тех случаях, когда выполняется на 
базе теории течения. 

Наиболее совершенным методом обработки искаженной координатной сетки, 
базирующимся на теории течения, является метод И.П. Ренне [16]. Применение это-
го метода для анализа процессов развитого пластического течения при обработке 
металлов давлением было весьма плодотворным. 

В настоящее время наибольшие затруднения при обработке координатной 
сетки возникают в процессе сглаживания экспериментальных данных, обусловлен-
ного присутствием систематических и случайных погрешностей при нанесении ис-
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ходной и фиксации искаженной сетки и необходимого для достоверного определе-
ния значений производных, входящих в зависимости, с помощью которых устанав-
ливаются компоненты и направления главных осей тензора-девиатора скоростей 
деформации. Суть этих затруднений состоит в отсутствии критерия, который позво-
лил бы оценить правомерность той или иной аппроксимации экспериментальных 
зависимостей аналитическими выражениями, сглаживающими экстремальные зна-
чения экспериментальных зависимостей. 

Косвенным критерием проверки справедливости сглаживания может служить 
сопоставление полученных экспериментальных результатов с результатами теоре-
тических решений. Однако такое сопоставление можно провести лишь в тех редких 
случаях, когда известны корректные решения конкретных задач (плоское напряжен-
ное и плоское деформированное состояния). При анализе осесимметричного и тем 
более объемного формоизменений такая возможность отсутствует. 

Представляет интерес такой способ обработки искаженной длительной сетки, 
который давал бы возможность уменьшить влияние случайных погрешностей изме-
рения искаженной сетки и оценить справедливость аналитических аппроксимаций, 
использованных для сглаживания экспериментальных данных. Рассмотрим i -й этап 
деформирования, на котором в главной плоскости искаженная предыдущей дефор-
мацией ячейка формы 1i  принимает форму i  (рис. 2.6, а). 

В общем случае для оценки деформированного состояния в центре ячейки мо-
гут быть использованы восемь независимых измерений j0  ( j =1,2,…,8). 

 
а 

 
б 

Рис. 2.6 
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Определим имеющие четкий геометрический и физический смысл характери-
стики конечных деформаций удлинения на i - м этапе восьми длин oj : 

 
 
  1


ioj

ioj
ioj l

l
e ln ,                                              (2.54) 

где  iojl  и  
1iojl  - длины отрезков oj , соответствующие формам ячейки i  и 1i . 

Очевидно, определив по выражению (2.54) значения  ioje  на всех этапах де-

формирования, характеристики скоростей удлинения в направлениях oj  можно ус-
тановить дифференцированием по параметру i , т.е. по порядковому номеру этапа 
деформирования: 
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 .                                           (2.55) 

Укажем, что именно для дифференцирования, предусмотренного выражением 
(2.55), обычно и производится сглаживание аппроксимирующими функциями зави-
симостей типа  iee ojoj  . 

Воспользовавшись тензорным преобразованием, выразим значения  iojed  на 

i - м этапе деформирования через главные компоненты тензора скоростей деформа-
ций: 

         iiiiioj ojededojededed ^sin^cos 1
2

21
2

1    ,             (2.56) 

где  ied 1  и  ied 2  - главные компоненты тензора скоростей деформации на i  -м 

этапе деформирования;  iojed ^1  - углы между направлением 1ed  и отрезками oj  
на i – м этапе деформирования. 

Введя в рассмотрение угол   между осью X  и направлением 1ed , преобра-
зуем выражение (2.56): 
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                   (2.56, а) 

Выражение (2.56,а) есть переопределенная система восьми уравнений с тремя 
неизвестными     iii eded ,, 21 , решение которой приводит к 56 различным значе-
ниям каждой из искомых величин. Очевидно, математические ожидания значений 
    iii eded ,, 21  дают наиболее достоверную информацию о величинах и направ-
лениях главных компонентов тензора скоростей деформаций, а их дисперсии могут 
служить критерием правильности как фиксации координат искаженной сетки, необ-
ходимой для определения значений ojl  в выражении (2.54), так и определения част-
ных производных в выражении (2.55), а следовательно, приемлемости использован-
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ных при их определении аналитических аппроксимаций, сглаживающих экспери-
ментально установленные зависимости  iee ojoj  . 

Трудоемкость описанного способа может быть значительно снижена, если 
пренебречь искривлением рисок делительной сетки (рис. 2.6, б). 

В этом случае для оценки деформированного состояния в центре ячейки ис-
пользуются только четыре независимых измерения длин j , 4j ( j =1,2,3,4). Выра-
жение (2.56, а) в этом случае преобразуется к виду 
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           (2.56, б) 

и представляет собой переопределенную систему четырех уравнений с тремя неиз-
вестными, решение которой приводит к четырем различным значениям каждой из 
искомых величин. Аналогично предыдущему математические ожидания искомых 
величин принимаются за истинные значения величин и направлений главных ком-
понентов тензора скоростей деформаций, а их дисперсии служат критерием пра-
вильности фиксации координат узловых точек искаженной делительной сетки и 
приемлемости аналитических аппроксимаций, использованных для сглаживания 
экспериментальных зависимостей. 
 

Задания для самоконтроля 
 
1. Перечислите геометрические методы исследования деформированного со-

стояния. 
2. На каких теориях базируются геометрические методы исследования де-

формированного состояния? 
3. Для анализа каких процессов обработки металлов давлением пригодны изу-

чаемые методы исследования деформированного состояния? 
4. Расскажите, каким образом осуществляется выбор базы сетки и обеспе-

чивается точность нанесения и измерения делительной сетки. 
5. Изложите сущность способов обработки искаженной делительной сетки 

по методу конечных деформаций (метод Зибеля, метод П.О. Пашкова). 
6. Укажите особенности обработки искаженной делительной сетки при по-

этапных методах исследования деформированного состояния. 
7. Расскажите о методе визиопластичности. 
8. Изложите основные идеи метода И.П. Ренне. 
9. Укажите последовательность работ при анализе стационарных процес-

сов обработки металлов давлением. 
10. Перечислите пути совершенствования способом обработки искаженной 

делительной сетки при исследовании пластического формоизменения. 
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Лекция № 7. Основы метода муар 
3.1. Основные понятия 
3.2. Природа муарового эффекта 
3.3. Основные свойства муаровых полос 
3.4. Определение деформированного состояния с помощью муара 

Задания для самоконтроля 
 

3.1. Основные понятия 
 
Слово «муар» происходит от названия шелковой ткани, на изгибах которой 

возникают меняющиеся узоры из светлых и темных полос. В экспериментальной 
механике муаром называют картину светлых и темных полос, возникающих при на-
ложении растров (систем) – достаточно часто чередующихся прозрачных (белых) и 
непрозрачных (черных) линий или других геометрических элементов – в тех случа-
ях, когда имеются различия в ширине или ориентации линий растров. Расстояние 
между двумя соседними одноцветными линиями растра называется шагом растра, а 
величина, обратная шагу растра и измеряемая числом одноцветных линий растра, 
расположенных на единице длины, - частотой растра [3, 23, 24, 29].  

В отечественной и переводной литературе в качестве синонимов термина 
«растр» используются термины «сетка» и «решетка», а в качестве синонимов тер-
мина «частота» - термины «плотность» и «линиатура». 

При исследовании деформаций наиболее широко используются растры с 50%-
ной пропускной способностью, т.е. с равной шириной прозрачных и непрозрачных 
линий. Направление, перпендикулярное к линиям в плоскости растра, называют 
главным направлением растра, а направление, параллельное линиям, - вторичным 
направлением. Расстояние между соседними одноцветными муаровыми полосами, 
возникающими при наложении растров, называют шагом полос. 

 
3.2. Природа муарового эффекта 

 
Рассмотрим картину, возникающую при наложении двух сильно увеличенных 

растров (рис. 3.1), имеющих различные шаги ( 1p  и 2p ). Падающий на наложенные 
растры свет вследствие геометрической интерференции пройдет сквозь них только в 
тех местах, где совмещаются прозрачные (белые) линии обоих растров (рис. 3.2). 
Поскольку ширина прозрачных линий, используемых при исследованиях растров, 
весьма мала (десятые или сотые доли миллиметра), рассеяние света, проходящего 
через узкие прозрачные щели, приводит к осреднению интенсивности проходящего 
света, в результате чего наблюдатель воспринимает видимую картину черных и бе-
лых чередующихся полос, разделенных серыми областями равномерной освещенно-
сти. Очевидно, белые полосы глаз регистрирует в местах наибольшей, а черные по-
лосы - в местах наименьшей освещенности. Наблюдаемая картина носит название 
муара, а черные и белые полосы, образующие ее, называются муаровыми полосами. 
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Рис. 3.1 

При наложении под углом двух 
одинаковых растров (рис. 3.3) геометри-
чески возможно возникновение двух муа-
ров, белые полосы которых проходят че-
рез обе диагонали белых ромбов. 

Однако экспериментально установ-
лено, что наблюдатель воспринимает 
только один из них, а именно тот, рас-
стояние между полосами которого боль-
ше. Этот муар называют эффективным 
или видимым, а центральные линии его 
полос задают малыми диагоналями белых 
ромбов (линии 1 на рис. 3.3). Эффект воз-
никновения видимого муара обусловлен 
тем, что вследствие рассеяния света и ог-
раниченной разрешающей способности 
глаза белые ромбы, расположенные вдоль 
линии 1, сливаются в белые полосы, а ли-
нии II воспринимаются как черные поло-
сы. 

 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3.2 
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Рис. 3.3 

Таким образом, муаровый эф-
фект возникает в результате опреде-
ленной комбинации геометрической 
интерференции падающего света и оп-
тического рассеяния проходящего све-
та. Это обстоятельство налагает опре-
деленные требования на ширину ли-
ний растров. С одной стороны, при 
достаточно широких линиях растров 
полосы проходящего света также 
весьма широки и оптическое рассея-
ние приводит к тому, что видимая кар-
тина воспринимается в виде равно-
мерного серого фона. 

С другой стороны, при исполь-
зовании растров с очень узкими ли-
ниями оптическое рассеяние приводит 
к появлению дифракционных картин, 
искажающих или уничтожающих му-
ар. 

Наибольшее распространение при анализе деформированного состояния по-
лучили растры с частотой от 4 до 40 одноцветных линий на миллиметр, т.е. с шагом 
от 0,75 до 0,025 мм и шириной линий от 0,125 до 0,0125 мм. 

 
3.3. Основное свойство муаровых полос 

 
Рассмотрим процесс образования муара при изгибе консольной балки. Пусть 

на поверхность недеформированной балки нанесен растр из параллельных оси X  
линий с шагом p . После изгиба балки, совмещая деформированный растр с кон-
трольным (недеформированным), получаем картину муаровых полос (рис. 3.4). Не-
трудно заметить, что полосы муара в то же время есть геометрическое место точек 
равного вертикального (в направлении Y ) перемещения: первая полоса – на один 
шаг p , вторая – на два шага 2 p  , а i - я полоса – на i  шагов p . 

Таким образом, основное свойство муаровых полос состоит в том, что они яв-
ляются геометрическим местом точек, имеющих одинаковые перемещения в на-
правлении, перпендикулярном к линиям контрольного растра. Если положение кон-
трольного растра совпадает с первоначальным положением растра, нанесенного на 
исследуемую поверхность деформируемого тела, то возникающие в процессе де-
формирования муаровые полосы непосредственно определяют компоненты пере-
мещения в направлении, перпендикулярном к линиям контрольного растра. 
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Рис. 3.4 

 
Геометрическое место точек, имеющих одинаковые компоненты перемещения 

в каком-либо направлении, называется изотетикой. Муаровые  полосы можно рас-
сматривать как соответствующие изотетики, при этом разность перемещений между 
соседними полосами (изотетиками) постоянна и равна шагу контрольного растра. 
Картину муаровых полос можно использовать для определения относительных пе-
ремещений точек деформируемого тела в направлениях, перпендикулярных к лини-
ям контрольных растров. 

 
3.4. Определение деформированного состояния с помощью муара 
 
Основное свойство муаровых полос позволяет использовать муаровые карти-

ны для анализа деформированного состояния материала. В процессе формоизмене-
ния точки тела  получают смещения и связанные с ними линии меняют свое поло-
жение и форму. При наложении контрольного растра на искаженную деформацией 
систему этих линий возникают полосы муара, которые являются изотетиками глав-
ного направления контрольного растра, т.е. наблюдатель фиксирует положение то-
чек, получивших равное смещение в направлении, перпендикулярном к линиям кон-
трольного растра. Величина этого смещения равна порядковому номеру видимой 
полосы муара, умноженному на шаг контрольного растра. Зная смещения точек xu  
и yu  в двух взаимно перпендикулярных направлениях, можно определить деформа-
ции 

x
u

y
u

y
u

e
x

ue yx
xy

y
y

x
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 ;; .                           (3.1) 

Для того чтобы получить необходимую информацию о перемещениях, доста-
точно на каждом этапе формоизменения продеформировать два образца, у которых 
направления линий растров перпендикулярны. Необходимо указать, что, как и в ме-
тоде визиопластичности, использование уравнений (3.1) вносит в оценку деформи-
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рованного состояния погрешность, обусловленную отсутствием учета жесткого 
вращения. 

При исследовании с помощью муара деформаций плоских поверхностей или 
сечений деформируемого тела, остающихся плоскими и в процессе деформации 
(главные плоскости), вносят растр определенной геометрии. Чаще всего использу-
ются линейные растры, поскольку при их изготовлении легче обеспечить требуемую 
точность. Растры обычно наносят напылением или фотохимическим способом на 
металлические пластинки, закладываемые между половинками разъемного образца 
или непосредственно на образцы. Проведение эксперимента не отличается от опы-
тов с делительными сетками. Особое внимание уделяется тщательному изготовле-
нию образцов, нанесению растра и точному выполнению этапной деформации. Ис-
ходный и деформированный растры фотографируются широкоформатной камерой с 
одной установки, и при наложении негативов наблюдается картина муаровых полос. 

Получив картины муаровых полос при деформации растров, образующие ли-
нии которых направлены вдоль осе координат ox  ( x  - растр) и oy  ( y  - растр), де-
формации легко рассчитать по формулам (3.1). При использовании обозначений, 
приведенных на рис. 3.5, формулы примут вид 
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11;; .                             (3.2) 

 
Рис. 3.5 

 
Метод муар в настоящее время интенсивно развивается и находит широкое 

применение для определения деформированного состояния материала в процессах 
обработки металлов давлением. 

 
Задания для самоконтроля 

 
1. Что называется муаром в экспериментальной механике? 
2. Что такое шаг растра и частота растра? 
3. Перечислите основные свойства муаровых полос. 
Каким образом осуществляется определение деформированного состояния с 

помощью муара? 
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Лекция № 8. Метод измерения твердости 

 
План 

4.1. Сущность метода 
4.2. Способы измерения твердости 
4.3. Построение тарировочных графиков 
4.4. Определение интенсивности напряжений и деформаций 

Задания для самоконтроля 
 

4.1. Сущность метода 
 

Метод исследования деформированного состояния по измерению твердости 
деформируемого тела основан на широко известном факте существенного измене-
ния физико-механических свойств металлов при их пластическом формоизменении. 
Это изменение обусловлено работой, затраченной на пластическое деформирование 
металла. Так, при холодной обработке металлов давлением способность металлов 
сопротивляться последующей пластической деформации возрастает, а способность 
их деформироваться снижается. В частности, это связано с упрочнением, вызван-
ным пластической деформацией, и такая характеристика физико-механических 
свойств металла, как твердость, вследствие этого может служить мерой работы, за-
траченной на пластическое формоизменение металла. Располагая установленной для 
конкретного металла зависимостью между показателями напряженно-
деформированного состояния (интенсивностями напряжений и деформаций) и твер-
достью, замеряя твердость в различных точках деформируемого тела, можно оце-
нить напряженно-деформированное состояние в них. 

Г.Д. Делем экспериментально было установлено существование для каждого 
металла единой зависимости между твердостью и интенсивностью напряжений для 
различных схем напряженного состояния и путей нагружения [2].  

Поскольку между интенсивностью напряжений и интенсивностью деформа-
ций существует связь, определяемая кривой течения (кривой истинных напряже-
ний), которая также практически не зависит от схемы напряженно-
деформированного состояния для большинства обрабатываемых давлением мате-
риалов (гипотеза единой кривой течения), то по определенному значению твердости 
можно судить и о деформированном состоянии в точке тела.  

Типичная зависимость между твердостью, интенсивностью напряжений и ин-
тенсивностью деформаций, называемая тарировочным графиком, показана на рис. 
4.1. 
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Рис. 4.1 

Следует указать, что метод изме-
рения твердости дает возможность по-
лучить объективную информацию при 
анализе не очень малых и не очень 
больших деформаций, поскольку при 
анализе малых деформаций большой 
разброс исходной твердости материала 
вносит существенную погрешность, а 
при анализе больших деформаций, при 
которых материал уже мало упрочняет-
ся, твердость остается практически по-
стоянной и не может характеризовать 
деформированное состояние. 

 
 

4.2. Способы измерения твердости 
 
При исследовании напряженно-деформированного состояния пользуются раз-

личными способами определения твердости. Выбор способа измерения твердости 
зависит от размеров образца или области пластической деформации, неравномерно-
сти распределения деформаций. 

Условия испытаний по определению твердости регламентированы ГОСТ 
9012-84 (по Бриннелю), ГОСТ 2999-84 (по Виккерсу), ГОСТ 9013-84 (по Роквеллу) и 
ГОСТ 9450-76 (микротвердость). 

Несмотря на то, что между микро- и макротвердостью существует вполне оп-
ределенная связь, считается целесообразным использовать измерение микротвердо-
сти лишь в крайних случаях, например при малых размерах пластической области и 
большой неравномерности распределения деформаций. Это связано с серьезными 
трудностями  измерения микротвердости. 

Для получения стабильных результатов измерения твердости поверхность, на 
которой производятся замеры, должна быть хорошо отшлифована (9, 10-й класс 
чистоты). Наиболее надежную информацию получают, используя метод Бриннеля 
(для больших областей пластической деформации) и метод Виккерса (для неболь-
ших областей пластической деформации). 

При испытаниях по Бриннелю рекомендуется выдерживать расстояние от цен-
тра отпечатка до края образца не мене d5,2  (диаметр отпечатка), а расстояние меж-
ду центрами двух соседних отпечатков – не менее d4 . У мягких металлов с 35HB  
эти расстояния должны быть соответственно не менее d3  и d6 . Толщина образца 
должна быть не менее десятикратной глубины отпечатка. 

При замерах твердости по Виккерсу минимальная толщина образцов из стали 
должна быть больше диагонали отпечатка в 1,2 раза и в 1,5 раза при испытании 
цветных металлов. Расстояние между центрами отпечатков и от края образца долж-
но быть не менее 2,5 длины диагонали отпечатка.  



 197 

Недостатком способа замера твердости по Роквеллу является невысокая ста-
бильность получаемых результатов. 

 
4.3. Построение тарировочных графиков 

 
Для построения тарировочного графика интенсивность напряжений – твер-

дость – интенсивность деформаций необходимо измерять твердость при различной 
величине деформации образца, напряженно-деформированное состояние которого 
известно. Обычно тарирование проводят путем испытания образца на растяжение 
или сжатие. В обоих случаях интенсивность напряжений определяют по выражению 

2
4
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 ,                                                    (4.1) 

где P  - деформирующее усилие; D  - диаметр продеформированного образца. 
Интенсивность деформации определяют по выражению 

0

1ln
l
l

ei  ,                                                    (4.2) 

где 1l  и 0l  - длина образца после и до деформирования при растяжении, и высота 
образца до и после деформирования при сжатии. 

При построении тарировочного графика из опытов на сжатие изготавливается 
серия одинаковых образцов, испытанием одного из которых определяется твердость 
материала в недеформированном состоянии, а остальные осаживаются до различных 
степеней деформации. Осаженные образцы разрезают по меридиональному сечению 
и полученную поверхность шлифуют, после чего на этой поверхности проводят за-
меры твердости в нескольких точках. Осредненное значение твердости принимают 
за твердость, соответствующую данному напряженно-деформированному состоя-
нию. Испытания на сжатие ограничиваются началом бочкообразования, при кото-
ром вследствие неравномерности деформаций твердость в меридиональном сечении 
имеет большой разброс. 

При построении тарировочного графика из опытов на растяжение образцы 
растягиваются до различных степеней деформации (некоторые образцы доводят до 
разрушения). На деформированных образцах выполняют лыски, в различных точках 
которых измеряют твердость. Надежные результаты получают до момента образо-
вания шейки, после чего напряженное состояние перестает быть линейным и для его 
определения необходимо вводить известные поправки, например поправку Дави-
денкова – Спиридоновой. 

Для уменьшения погрешности, связанной с возможным различием между ис-
ходной твердость исследуемого тела и твердостью тарировочных образцов, тариро-
вочный график рекомендуют строить в координатах интенсивность деформации – 
приращение твердости. 

 
4.4. Определение интенсивности напряжений и деформаций 

 
Для определения по тарировочному графику интенсивности напряжений и 

деформаций в области пластической деформации исследуемого тела необходимо 
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знать распределение твердости в этой области. Обычно исследуемое тело после де-
формирования (или этапа деформирования) разрезают. Слой материала, получивше-
го упрочнение в результате этой операции, удаляют. Для этого после чистового 
строгания или точения испытуемую поверхность шлифуют для измерения макро-
твердости или полируют для измерения микротвердости. Рекомендуют сочетать ме-
ханическое полирование с травлением и электрополированием. Технология обра-
ботки испытуемых поверхностей тарировочных образцов и исследуемого тела 
должна быть примерно одинаковой. 

После измерения твердости в различных точках поверхности результаты на-
носят на эскиз этой поверхности и статистически  обрабатывают. Обычно для этого 
наносят изосклеры – линии равной твердости. По поверхности из тарировочного 
графика определяют соответствующую каждой изосклере величину интенсивности 
напряжений и деформаций. 

В некоторых случаях полученной информации достаточно для определения 
компонентов тензора-девиатора деформаций. Чаще же метод измерения твердости 
используют в комбинации с геометрическими методами исследования деформации. 

 
Задания для самоконтроля 

 
1. Сущность метода измерения твердости. 
2. Перечислите способы измерения твердости. 
3. Опишите методику построения тарировочного графика «интенсивность 

напряжений – твердость – интенсивность деформаций». 
4. Расскажите о системе опытов для построения тарировочного графика 

«интенсивность напряжений – твердость – интенсивность деформаций». 
Каким образом можно определить интенсивности напряжений и деформа-

ций по тарировочному графику «интенсивность напряжений – твердость – интен-
сивность деформаций»? 
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Лекция № 9. Деформируемость металлов в операциях обработки давлени-

ем 
 

План 
5.1. Пластичность металлов 
5.2. Критерии деформируемости 
5.3. Использование информации о деформированном состоянии для 

оценки возможного разрушения металлов 
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5.1. Пластичность металлов 

 
Под пластичностью понимают состояние материала, в котором он обладает 

способностью претерпевать неисчезающие после снятия нагрузки деформации (не-
обратимые, остаточные, пластические) [1, 5-9, 13, 21, 25]. Практически для всех из-
вестных материалов можно создать необходимые условия (температуру, давление и 
т.д.) для перехода в такое состояние. Даже материалы, которые обычно считаются 
хрупкими (горные породы, например мрамор), при высоких давлениях переходят в 
пластическое состояние. 

Находясь в пластическом состоянии, различные материалы до разрушения 
способны претерпеть различную по величин пластическую деформацию. Накоплен-
ную к моменту разрушения (образования первых макротрещин) интенсивность де-
формаций называют ресурсом пластичности. Ресурс пластичности конкретного ма-
териала не является постоянной величиной, а существенно зависит от условий де-
формирования (температуры, напряженного состояния, скоростей деформирования 
и деформаций и т.д.) и их изменения в процессе деформирования. 

Наряду с понятием ресурсов пластичности вводится понятие предельной пла-
стичности материала, под которой следует понимать ресурс пластичности материа-
ла, деформируемого при фиксированных значениях параметров, определяющих ус-
ловия деформирования. 

Графическую зависимость предельной пластичности материала от коэффици-
ента жесткости напряженного состояния называют диаграммой пластичности. Диа-
граммы пластичности различных материалов обычно строят в координатах коэффи-
циент жесткости напряженного состояния – предельная пластичность. В качестве 
коэффициента жесткости напряженного состояния часто используют величину 

i

ср





3
 , 

где ср  - среднее напряжение; i  - интенсивность напряжений. 
Этот коэффициент фактически определяет безразмерную (отнесенную к теку-

щему значению предела текучести) величину среднего напряжения, т.е. он исключа-
ет влияние упрочнения. 

При простом растяжении 

1;;
3
1

11   iср . 
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При чистом кручении 
0;0  ср . 

При одноосном сжатии 

1;;
3
1

33   iср . 

Диаграммы пластичности металлов (типичный вид диаграммы приведен на 
рис. 5.1, кривая 1) строят по экспериментальным данным. 

 

 
 

Рис. 5.1 
 

Так, испытывая образцы конкретного материала на растяжение, сжатие, рас-
тяжение с кручением, сжатие  с кручением, определяют значения предельной пла-
стичности в области 11   . В области 1  предельную пластичность опреде-
ляют, испытывая образцы  в специальных установках высокого давления. Диаграм-
мы пластичности материалов строят для различных температур. Возрастание пре-
дельной пластичности материала при увеличении сжимающих напряжений объясня-
ется происходящим при этом «залечиванием» имевшихся дефектов, а также микро-
трещин и пор, возникающих в металлах при относительном скольжении их частиц в 
процессе деформации. 

 
5.2. Критерии деформируемости 

 
Способность материала к деформированию без разрушения (деформируемость 

материала) при обработке давлением принято характеризовать ресурсом пластично-
сти. В большинстве операций обработки металлов давлением условия деформиро-
вания на протяжении процесса изменяются – меняются напряженно-
деформированное состояние выделенного объема деформируемого тела, его темпе-
ратура, скорость деформации и т.д. 

При пластическом формоизменении выделенные объемы деформируемого те-
ла всегда перемещаются из областей больших сжимающих напряжений в области 
меньших давлений, накапливая при этом различные величины интенсивности де-
формаций. Зависимость параметров, определяющих условия деформирования выде-
ленного объема, от времени или заменяющего его параметра (перемещения в пла-
стической области, этапа деформирования и т.п.) называют историей деформирова-
ния. Графическую зависимость величины накопленной деформации выделенного 
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объема от коэффициента жесткости напряженного состояния (рис. 5.1, кривая 2) на-
зывают траекторией деформирования. 

Степень использования (расходования) ресурса пластичности выделенного 
объема согласно В.А. Колмогорову можно оценить коэффициентом использования 
ресурса пластичности [5-9]: 

   
     




t

прi

i d
te

edBtE
0

1 ,                             (5.1) 

где t,  - время или заменяющий его параметр;  tE  - коэффициент, учитываю-
щий самозалечивание дефектов при высоких температурах и монотонно убывающий 
от 1 до 0 с увеличением аргумента;  B  - коэффициент, учитывающий историю де-
формирования; ied  - приращение интенсивности деформаций;     te прi   - функ-
ция, описывающая диаграмму пластичности. 

В настоящее время теория обработки металлов давлением не располагает не-
обходимой информацией о значениях коэффициентов E  и B  для различных про-
цессов и операций обработки давлением, и при расчетах их обычно принимают рав-
ными единице. При этом критерий (5.2) можно записать в виде 

   

 
 




ie

прi
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ed

0
1.                                      (5.3) 

Смысл критерия (5.3) состоит в том, что сумма отношений приращений ин-
тенсивности деформаций, происходящих при определенных значениях  к предель-
ной пластичности материала при тех же значениях  за весь процесс деформирова-
ния без разрушения не должна достигать значения, равного единице. Если в процес-
се деформирования const , то условие (5.3) принимает вид 

 прii ee  ,                                              (5.4) 
т.е. условие деформирования без разрушения требует, чтобы накопленная в процес-
се деформирования интенсивность деформаций не превышала величины предельной 
пластичности материала. 

Очевидно, критерий деформируемости без разрушения (5.4) справедлив при 
const  лишь для материала, предельная пластичность которого есть величина по-

стоянная, т.е. ресурс пластичности не зависит от условий деформирования. 
Экспериментальные исследования показали, что критерий деформируемости 

(5.3) справедлив, когда деформация частицы протекает в условиях близких к моно-
тонным. Условия деформирования называют близкими к монотонным, если:  

а) главные компоненты скоростей деформации 321 ,,   точно не совпадают 
с одними и теми же материальными направлениями, не поворачиваются в процессе 

деформации относительно их не больше чем на угол 
2
 ;  

б) отношение между 321 ,,   не сохраняется постоянным, но главные скоро-
сти удлинения в процессе деформации изменяются монотонно без смены знака. 

В случае существенно немонотонного деформирования разрушение происхо-
дит при больших деформациях, чем предсказывает условие. Существенно немоно-
тонным называют деформирование, при котором, по крайней мере, один раз изме-
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нилось направление деформации в некотором материальном направлении (удлине-
ние сменилось укорочением или наоборот). 

Вся существенно немонотонная деформация моментами смены её направле-
ния может быть разделено на этапы деформирования, в которых деформация близка 
к монотонной. Ресурс пластичности рекомендуется оценивать по формуле 
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где  HTfa ,,,  . 
В результате экспериментальных исследований показано, что после холодной 

обработки давлением при 33020 ,...,  отжигом полностью восстанавливается 
пластичность материала, при 6050 ,...,  резко уменьшается восстановление запа-
са пластичности, и незалечимые микропоры переходят в незалечимые макропоры. 

Оценка возможности деформирования без разрушения по критериям дефор-
мируемости позволяет правильно разрабатывать технологические процессы обра-
ботки металлов давлением и осуществлять мероприятия, способствующие получе-
нию качественных изделий и интенсификации процессов их получения. Если анализ 
показывает, что в некоторых опасных зонах ресурс пластичности материала в кон-
кретном процессе деформирования исчерпан (коэффициент использования ресурса 
пластичности равен единице), то дальнейшее деформирование может быть осущест-
влено лишь в том случае, если удастся изменить условие протекания процесса. По-
высить ресурс пластичности материала можно путем увеличения гидростатического 
давления в процессе деформирования (например, осуществляя процесс прессования 
с противодавлением) или нагревая материал. 

Следует указать, что решающий вклад в развитие представлений о деформи-
руемости металлов сделан отечественными исследователями Г.А. Смирновым-
Аляевым, Л.Д. Соколовым, В.Л. Колмогоровым, А.А. Богатовым, Б.А. Мигачевым, 
О.И. Мижирицким, Г.Д. Делем, В.А. Огородниковым, Л.Г. Степанским и др. [1, 5-9, 
13,21, 25]. 

 
5.3. Использование информации о деформированном состоянии 

для оценки возможности разрушения металлов 
 

Для оценки возможности разрушения металла в процессе деформирования, 
кроме диаграммы пластичности данного металла при температуре обработки, необ-
ходимо построить траекторию деформирования объема деформируемого тела, попа-
дающего в опасную из-за возможности разрушения область. Заранее предсказать 
зону возможного разрушения, а следовательно, и установить начальное положения 
объема, который в процессе деформирования попадает в опасную область, удается 
чрезвычайно редко. Это возможно только в простейших операциях деформирования 
(например, при осадке разрушение начинается на боковой поверхности образца). В 
более сложных операциях для обнаружения опасных зон необходимо проводить 
специальное исследование, этапами которого являются: 

1. Исследование деформированного состояния материала в изучаемой опера-
ции деформирования, которое можно провести методами, изложенными в преды-
дущих разделах данного пособия. 
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2. Определение напряженного состояния материала в изучаемой операции 
деформирования. В некоторых случаях напряженное состояние в точках тела мо-
жет быть определено теоретически с помощью известных решений. Чаще напря-
женное состояние определяют, используя уравнения равновесия и соотношения 
между напряжениями и  приращениями деформаций (теории течения) или самими 
деформациями (теория конечных деформаций). 

3. Построение траекторий деформирования выделенных объемов. При иссле-
довании установившихся процессов формоизменения для построения траектории 
используют информацию о значениях интенсивностей деформаций и напряжений и 
о среднем напряжении в различных объемах, расположенных вдоль линий тока. При 
изучении неустановившихся процессов формоизменения используют информацию, 
полученную для одних и тех же выделенных объемов на различных этапах деформи-
рования. 

4. Определение значений коэффициентов использования ресурса пластично-
сти. Полученная информация позволяет предсказать опасные с точки зрения воз-
можности разрушения области и оценить сохранившийся запас пластичности ма-
териала. 

Располагая такими данными для различных операций обработки металлов 
давлением и условий их осуществления, можно обоснованно управлять технологи-
ческими процессами получения качественных изделий. 
 

 
Задания для самоконтроля 

 
1. Что понимается под пластичностью материала? 
2. Что понимается под ресурсом пластичности? 
3. Назовите координаты диаграммы пластичности. 
4. Опишите диаграммы пластичности. 
5. Запишите выражение для определения коэффициента жесткости на-

пряженного состояния. 
6. Приведите выражения для оценки степени использования ресурса пла-

стичности согласно В.А. Колмогорову? 
7. Какое деформирование называется монотонным? 
8. Какое деформирование называется существенно немонотонным? 
9. Запишите выражение для определения степени использования ресурса 

пластичности, учитывающего самозалечивание дефектов при высоких температу-
рах и знакопеременной деформации, и без их учета. 

10. Расскажите о рекомендациях по величине степени использования ре-
сурса пластичности. 

Опишите последовательность использования информации о деформирован-
ном состоянии для оценки возможности разрушения металлов. 
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